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李冶数学教育思想对当代大学数学教育改革的启示
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（１．石家庄铁道大学四方学院，河北 石家庄　０５００４３；２．石家庄学院，河北 石家庄　０５００３５）

　　摘　要：李冶是中国数学史上宋元四大家之一，编著有《测圆海镜》、《益古演段》两部数学
著作。《测圆海镜》是我国现存最早的一部天元术著作，为我国古代数学发展做出了重要贡献；
而《益古演段》是一部普及天元术的著作。在李冶的教育生涯中，充分体现出当时先进的教育
思想和教育理念。本文在李冶的数学教育思想和《益古演段》理论的引领下，提出了对当代大
学数学教育改革的几点思考，旨在提高大学数学教育的针对性和有效性。
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　　一、李冶的数学成就及对我国古代数
学的重要贡献

　　李冶（１１９２—１２７９），字敬斋，金真定府栾城
（今河北栾城）人，是金末元初著名的学者，中国数
学史上宋元四大家之一，他总结并完善了天元术，
编著了两部天元术著作———《测圆海镜》和《益古
演段》，为我国古代数学发展做出了重要贡献。

《测圆海镜》是我国现存最早的一部以天元术
为主要内容的著作。天元术是一种用数学符号列
方程的方法。书中“立天元一为某某”相当于现在
的：设ｘ为某某。《测圆海镜》的成书对我国古代
数学发展具有深远的影响。

（１）从内容上来说，《测圆海镜》是一部代数著
作，它总结并提高了天元术，使方程理论基本上摆
脱了几何思维的束缚，这是数学思想的重大突破。
随着这一重大突破，李冶在方程理论上的研究有
了很大的进展，明显提高了方程的一般化程度。
李冶在《测圆海镜》中改变了传统的把“实”（指方
程中的常数项）看作正数的观念，常数项可正可
负，不再拘泥于它的几何意义；同时根据题目需
要，可以使用天元术列出高次方程，不再受到几何

意义的影响；化简方程时能够使用方程两侧同乘
一个式子的方法，把分式方程化为整式方程。

（２）从整体结构上来说，《测圆海镜》在卷一集
中给出了各卷问题所需的定义、定理和公式，使该
书基本上成为了一部演绎体系的著作，也是第一
个构造体系的著作。

（３）先进的数学符号。数学的发展离不开数
学符号，先进的数学符号可以有效地促进数学的
进步。李冶在这一方面做出了重要贡献。在《测
圆海镜》成书之前，我国的数码只有一到九，没有
零，计算时遇到零，便空位，如果相邻有两个以上
零的话，表述是不清楚的，这不利于我国古代数学
的发展，在《测圆海镜》中，○的使用有两个作用，
一是表示数中的空位；二是表示天元式或多项式
中系数为零的项。使用“○”的记法使书中小数的
记法在当时是比较先进的思想。在当时李冶的另
一大成就就是负号的发明和使用。由于李冶掌握
了一整套数字符号，使得他的方程可以用符号表
示，改变了之前人们用文字描述方程的传统做法，
使我国的数学进入了半符号化的时代，这对方程
理论的发展具有重要的促进作用。［１－２］

《益古演段》与《测圆海镜》不同，它是李冶在
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封龙书院讲学过程中，发现《测圆海镜》中的内容
不易被初学者掌握，为普及天元术而专门撰写的
一部著作，是一部由浅入深、简明易懂、非常实用
的数学教材。《益古演段》是在《益古集》的基础
上，以天元术推演条段，利用新术和旧术对比的方
法，加深人们对天元术的理解。《益古演段》共三
卷６４问，主要处理的是平面图形的面积、求所涉
及图形的边长、圆径（直径）、周长等问题。内容编
排先简后难，逐步加深。书中所涉及问题的解法
均采用了新、旧术并列的方法分别进行求解。新
术指的是天元术，旧术指的是条段法。书中各题包
括“法”、“依条段求之”、“条段图”、“义”等四大部
分，其中“法”是天元术；“依条段求之”是利用人们
易懂的几何方法（条段法）对天元术进行解释，条段
法是一种通过面积图形的分割、拼补寻找等量关
系，以便求得方程各系数的图解法；在当时，条段法
是大家比较常用的解题方法；“条段图”是根据条段
法所画出的方程各项系数几何关系的图解；“义”是
对图中已知量的文字说明。［１－２］《益古演段》无论是
从内容安排上，还是在书中具体问题的解答过程
中，都充分体现了李冶“晓然示人”先进的教育理念
和优秀的教育方法，对我们当代无论是中小学教育
还是大学教育都具有很好的启示作用。
数学并没有给李冶带来功名利禄，在现存的

史料和记载中也未能发现他的学生有从事数学研

究的，其两本算书都是在他去世后才出版的。祖
颐为朱世杰《四元玉鉴》写的序中提到天元术发展
的过程，但遗憾的是也未能提到李冶的名字。
仅就李冶个人的数学研究成果来说，其成就

是非常大的，但由于当时的社会环境所致，在承上
启下尤其是启下方面，又略显不足，这不能不令人
感到惋惜。所以，应从两个方面认识李冶在中国
古代数学发展中的历史地位。首先，自然科学的
逻辑性、继承性很强，它的发展是有脉络可循的，
表现为一系列环环相扣的阶段，在每一个阶段都
会有代表人物，他会继承以往的成果，创造出自己
的成果，并为以后学科的发展创造条件。其次，在
外部推动力不足的情况下，李冶等人依然将中国
传统数学发展到了顶峰，这说明他们的个人努力
和数学发展的内在规律性起到了巨大的作用。

　　二、李冶先进的数学思想

与之同时代的秦九韶不同，李冶从未有对数
学的历史、起源、奇闻逸事等进行过评论，而是把

重点放在驳斥世人对数学的错误认识以及他本人

写算书的心态与研究数学的方式与方法上。

　　（一）施之人事，最为切务

李冶对数学的应用有切身的体会。他在任钧
州知事期间，战事比较紧张，物资调度十分频繁。
他掌管出纳，“无规撮之误”。这说明他有很好的
数学和计算功底。《益古演段·自序》：“术数虽居
六艺之末，而施之人事，则最为切务，故古之博雅
君子马、郑之流未有不精研于此者也。”而在《测圆
海镜·序》：李冶写到“由技兼于事言之，夷之礼，
夔之乐，亦不免为一技；由技进乎道者言之。石之
斤，扁之轮，非圣人之所与乎？”充分地表达了他
研究数学的决心和毅力。此外，李冶能够充分认
识到其算书对后人的作用，临终前他衷心地嘱咐
儿子：“吾平生著述，死后尽可燔去，独《测圆海镜》
一书，虽九九小数，吾尝精思致力焉，后世必有知
者，庶可布广垂永乎？”（《测圆海镜·王德源后
序》）［１－２］

　　（二）晓然示人，尽轩隶之秘

李冶认识到数学的重要性，并且想让自己的
算书布广垂永，推广天元术，撰写了《益古演段》。
李冶在研究当时算书的过程中，发现它们普遍存
在两大缺陷：

（１）“今之为算者，未必有刘（徽）、李（淳风）之
工，而褊心踞见，不肯晓然示人，惟务隐互错糅，故
为溟滓黯，惟恐学者得窥其仿佛也。”李冶《益古
演段》之前的数学著作《益古集》就属于这种情况，
李冶在此基础上，撰写了《益古演段》，对天元术的
推广做出了重要贡献。

（２）“不然则又以浅近粗俗无足观者，致使轩
辕隶首之术，三五错综之妙，尽堕于世井沾沾之
儿，及夫荒村下里蚩蚩之民，殊可悯悼。”（《益古演
段·自序＞），对于这种情况，李冶是针对当时的
民用数学、商用数学而言的。为了满足社会的商
业经济发展及日常生活需要，数学的实用性增强，
越来越贴近平民百姓。［１－２］

　　（三）数学是能够认识的

李冶的数学思想受到了道家哲学的影响，认
为数学是能够认识的。在《测圆海镜·序》中李冶
对数学在哲学上的意义，论述得尤为深刻。书中
写到“数本难穷，吾欲以力强穷之，彼其数不惟不
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能得其凡，而吾之力且惫矣。然则数果不可以穷
耶？既已名之数矣，则又何为不可穷也。故谓数
为难穷，斯可；谓数为不可穷，斯不可。何则？彼
其冥冥之中，固有昭昭者存。夫昭昭者，其自然之
数也；非自然之数，其自然之理也。数一出于自
然，吾欲以力强穷之，使隶首复生，亦末如之何也
已。苟能推自然之理，以明自然之数，则虽远而乾
端坤倪，幽而神情鬼状，未有不合者矣。”李冶清醒
地认识到数学来于自然，自然是有规律可循的，也
是可认识的；他认为研究数学要得法，必须遵循自
然规律，不可以力强穷之。［１－２］

　　（四）“因材劝学”的教育理念

李冶的思想是融合了儒、道以及其他体系的
思想，由于受到儒家思想的影响，他对人性论，特
别是对孟子的善恶论做了深入思考。李冶认为，

真正的善恶贤愚，在人之初都是不存在的，可以通
过后天的培养和学习形成。因此，可以根据人的
不同情况进行有效的诱导，达到劝人为善的目
的。［１］李冶将此观点应用到了教学当中，他说：“大
抵今之学非古之学也，今之学不过为利而勤，为名
而修尔。因其所为而引之，则吾之劝之者易以入，
而听之者易以进也。”李冶以“为利”、“为名”来鼓
励中下者学习充分反映了顺应人的本性，因材劝
学的思想，这一思想虽有功利之嫌，但也有我们所
值得借鉴的地方，因为这一思想与当代高校所提
倡的因人施教、因材施教思想极为接近，其目的都
是为了提高教学效果。

　　三、李冶先进的数学教育思想对当代
大学数学教育改革的启示

　　（一）对“晓然示人”理念的新理解

在《益古演段》序言中，李冶写道“今之为算者
未必有刘、李（指刘徽，李淳风）之功，而褊心局见。

不肯晓然示人，惟务隐互错糅，故为溟涬黯黮，惟
恐学者得窥其彷佛也 ”。李冶却认为“使粗知十
百者，便得入室啖其文，顾不快哉。”充分体现了李
冶“晓然示人”的先进教育理念。在当代教育中，
我们所需要考虑的是如何更好地“晓然示人”。就
大学数学教育而言，由于该课程自身具有较强的
抽象性、逻辑性等特点，使大学生学习数学不得其
法。这值得大学数学教师深入研究讲授大学数学
的教学思想和教学方法。作为一名高校教师，应

在深度和广度上加深对课程的理解和把握。
（１）在深度上，首先教师应充分理解掌握所讲

授的内容，能够用学生容易接受的语言对讲授的
内容进行讲解，也就是将数学语言形象化；其次，
了解相关知识的产生背景，以便在讲授过程中，灵
活引入历史元素，加深学生对知识的理解。

（２）在广度上，教师应了解数学在相关学科中
的应用实例，以便对所教专业的学生开展有针对
性的数学课程教育，因材施教。例如在讲授导数
时，对于理工科的学生，可以引入变速运动中速度
与路程的关系问题；对于经济类专业的学生，则应
联系边际成本和边际效益讲授导数的思想。此
外，在教学过程中有机地引入数学建模思想，使学
生深刻理解数学在培养其良好的思维方法和后续

课程学习与应用中的重要性。这样组织数学教
学，有利于学生将先进的数学思想和方法应用于
后续专业课程的学习与研究之中。

　　（二）形象化地讲授数学思想

在《益古演段》中李冶使用形象的几何法来解
释天元术，以此普及天元术，正如书中提要所说：
“此法虽为诸法之根，然神明变化，不可端倪，学者
骤欲通之，茫无门径之可入。惟因方圆幂积以明
之，其理尤属易见。”李冶的《益古演段》旨在借助
“方圆幂积”，建立通向天元术这一数学思想的桥
梁，而不在其变化的解题方法上。在当代大学数
学教学中，数学思想是学好数学，用好数学的关
键。因此，如何让学生更好地理解数学思想，成为
高校数学教师应认真研究的重要课题之一。《益
古演段》给我们留下了很好的范例。大学数学具
有很强的抽象性，在讲授过程中可以把抽象的概
念和思想形象化。例如在极限的思想中，可以引
用李白的《黄鹤楼送孟浩然之广陵 》中“孤帆远影
碧空尽”，在唯美地画卷中体会极限思想。矩阵的
概念和运算是线性代数中的一个重要概念，而且
与行列式的概念容易混淆，在教学的过程中可以
借助生活中的实例进行讲解，例如某家电公司向
三个商场发送四种产品的数量如表１。

表１　三个商场发送四种产品的数量

类别区分 空调 冰箱 ４１寸电视 ４２寸电视

甲商场 ２０　 ３０　 ４０　 ２０

乙商场 ０　 ７　 １０　 ０

丙商场 ４０　 ４０　 ５０　 ５０

２４ 石家庄铁道大学学报（社会科学版）　　　　　　　　　　　　第９卷　



　　用一个简单地表格来表示四种商品在三家商

场的数量，Ａ＝
２０　３０　４０　２０
０　 ７　 １０　 ０
烄

烆

烌

烎４０ ４０ ５０ ５０

，表格的三行分

别表示四种商品在甲，乙，丙三家商场的数量，这
个表格就称为矩阵，每一行每一列表示的意义不
同，当然不可以类似行列式那样来进行计算。矩
阵的计算可以在本例的基础上进行讲解，四种商

品的价格也用一个矩阵来表示，Ｂ＝

３０　５
１６　３
１９　２

烄

烆

烌

烎２２　３

，其

中，Ｂ矩阵的行表示商品的种类，列表示商品的价
格 （单位：百元）和重量（单位：ｋｇ）。通过求四种
商品的总价格学习矩阵的乘法运算。利用实际问
题引入矩阵的概念，能够更清楚、更形象地理解矩
阵以及矩阵运算。
在教学手段和方法上，利用先进的教育技术

辅助教学，特别是多媒体教学，可以将一些板书无
法实现地连续变化过程清晰的呈现给学生，使其
更好地理解和掌握教学思想。例如，讲授定积分的
定义，用板书很难 演 示 无 限 细 分 的 过 程 中

∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ξｉ）Δｘｉ与面积真实值的近似程度，使用多媒

体课件教学，就可以将此过程逼真地演示出来，学
生可以更加直观形象地理解定积分中“微分法”
的思想。

　　 （三）对比法的新理解和应用

在《益古演段》中，李冶充分使用条段法和天
元术相对比的方法，对天元术进行阐述，使人们更
好地理解和应用天元术，同时也是使用条段法对
天元术的论证。对比法对于当代大学数学教育仍
然不落后，它不仅能够使用在解题运算过程中，在
对新知识、新理论的讲授过程中同样也可以灵活
运用，而且可以通过新旧知识的对比，加深学生对
新知识的理解和掌握。
矩阵的初等变换是矩阵论的一个重要内

容。笔者在教学过程中发现，对于学生来说如
何利用矩阵的初等变换将矩阵化为行阶梯型或

最简型是一个难点。利用高斯消元法解线性方
程组，学生比较熟悉，可先将矩阵写成方程组的
形式，利用解线性方程组与矩阵的初等变换相
对比的方法，阐述将矩阵化为行阶梯型和行最

简型，例如：

　Ａ＝
１　１　１　 １　 １
３　２　１　 １　 ０
烄

烆

烌

烎５　４　３ －１　４

ｒ２－３ｒ１
ｒ３－５

→
ｒ

１　 １　 １　 １　 １
０ －１ －２ －２ －３
烄

烆

烌

烎０ －１ －２ －６ －１

ｒ３－ｒ
→
２

１　 １　 １　 １　 １
０ －１ －２ －２ －３
烄

烆

烌

烎０　 ０　 ０ －４　 ２

（１）

　　上述把矩阵Ａ化为行阶梯型矩阵的过程可
以看作对Ａ 对应的线性方程组

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝１
３ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝０
５ｘ１＋４ｘ２＋３ｘ３－ｘ４
烅
烄

烆 ＝４
实施消元的过程。如下

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝１
３ｘ１＋２ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝０
５ｘ１＋４ｘ２＋３ｘ３－ｘ４
烅
烄

烆 ＝４

①，
→
②

　　

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝１
－ｘ２－２ｘ３－２ｘ４＝－３
－ｘ２－２ｘ３－６ｘ４
烅
烄

烆 ＝－１
→
③

　　

ｘ１＋ｘ２＋ｘ３＋ｘ４＝１
－ｘ２－２ｘ３－２ｘ４＝－３
－４ｘ４
烅
烄

烆 ＝２

（２）

其中，①表示第二个方程减去第一个方程的３倍；

②表示第三个方程减去第一个方程的５倍；③表
示第三个方程减去第二个方程。

（２）式为方程组的行阶梯型方程组，矩阵（１）
为行阶梯型矩阵。由上述对比过程可以看出利用
初等变换化矩阵为行阶梯型的过程与解线性方程

组的过程类似。利用这种对比方法，可以使学生
清晰地掌握化矩阵为阶梯型的解题思路，使复杂
的问题简单化。
李冶先进的教育思想不仅仅局限于以上几

点，还有待当代大学数学教育工作者做进一步深
入挖掘和研究，借此促进高校教师对当代大学数
学教育改革做更加深入的思考和研究，切实加强
数学教育教学方法改革，使大学数学学科真正成
为广大学生所喜闻乐见的课程。
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