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影子价格非唯一性的经济学解释
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　　摘　要：根据图解法和经济学相关理论，从不同角度研究了线性规划中影子价格的非唯一

性问题。分析了影子价格非唯一性产生的理论原因，并利用经济学中要素需求的联合性和替

代性对影子价格的非唯一性进行了解释。最后，利用具体的算例，分析了组合资源影子价格的

计算方法。
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　　一、引言

１９３９年，前苏 联 数 理 经 济 学 家，线 性 规 划 理

论的创始人之一康托洛维奇（Ｌ．Ｖ．Ｋａｎｔｏｒｏｖｉｃｈ）
在《组织和计划生产的数学方法》一书中提出了所

谓的“解乘数法”的方法，该方法以充分考虑资源

的机会成本为核心思想进行生产的最优安排，其

解就是现在所谓的影子价格。
影子价格是运筹学应用于经济学的一个重要

概念，是运筹学成功处理经济问题的重要标志之

一。正确认识和深刻理解资源影子价格的含义，
对如何合理利用和节省资源，优化经济结构和提

高经济效益都有着重要的参考价值和指导意义。
按照运筹学的相关理论，不失一般性，若有生产问

题的线性规划模型：

ｍａｘ　ｚ＝ＣＸ

ｓ．ｔ．
ＡＸ≤ｂ，

Ｘ≥｛ ０
则其对偶问题的规划模型为：

ｍｉｎ　ｚ＝Ｙｂ

ｓ．ｔ．
ＹＡ≥Ｃ，

Ｙ≥｛ ０
其中：Ｘ＝［ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ］Ｔ 为决策变量，如产

品的生产计划；Ｃ＝［ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ］为产品的价值系

数；Ａ为生产产品对资源的消耗系数；ｂ＝［ｂ１，ｂ２，
…，ｂｍ］Ｔ 为资源的拥有量。

这样定义后，对偶变量Ｙｉ 即为原问题中第ｉ
种资源的影子价 格，它 是 对 第ｉ种 资 源 在 生 产 中

所做贡献的估价。从数值上看，Ｙｉ 表示第ｉ种资

源每改变一个单位时，目标函数的改变量。在纯

市场条件下，某种资源的市场价格低于影子价格

时，可以买进这种资源；相反市场价格高于影子价

格时，就应该卖出这种资源。特别地，当资源的影

子价格为０时，表明该种资源未得到充分利用，处
于资源闲置的状态；当该种资源的影子价格不为

０时，表明该种资源在生产中已经消耗完毕，处于

资源紧缺的状态。
尽管影子价格的定义早在１９世纪４０年代就

已经被提出，但一直存在着诸多争议，其中最重要

的争议之一是影子价格的非唯一性问题。国内已

有不少文献对线性规划中影子价格的非唯一性进

行研究，如马赞甫［１］，夏少刚［２－３］，刘舒燕［４］等都注

意到了影子价格非唯一性问题，并得到了一些很

有价值的结论。资源的稀缺性是在经济生活中面

临的最重要的问题，而影子价格恰恰提供了一种

衡量资源稀缺程度的方法，因此对影子价格的相

关问题展开讨论是必要的和有益的。在对文献进
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行综述的基础上，从直观的图解法以及经济学的

角度给出了影子价格非唯一性的合理解释。

二、问题的提出

从一个实际案例引入影子价格的非唯一性问

题。假设有如下生产计划问题：某企业计划生产

两种产品，这两 种 产 品 都 要 分 别 在 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ四

个不同设备上加工。生产每件产品需占用的各种

设备资源以及每种产品的单位利润如表１所示。
表１　生产基本情况表

产品类型
设备

Ａ　 Ｂ　 Ｃ　 Ｄ

利润／

（元／件）

产品一 ２　 １　 ４　 ０　 ２

产品二 ２　 ２　 ０　 ４　 ３

生产能力／ｈ　 １２　 ８　 １６　 １２ －

这属于运筹学中一个简单的生产计 划 问 题，
为求解该问题可建立如下数学模型（为后面叙述

方便，将原模型记为模型１，将其对偶问题的数学

模型记为模型２）：
模型１（原模型）：

ｍａｘ　ｚ＝２ｘ１＋３ｘ２

ｓ．ｔ．

２ｘ１＋２ｘ２≤１２　　（１）

ｘ１＋２ｘ２≤８　　　（２）

４ｘ２≤１６　　　　 （３）

４ｘ２≤１２　　　　 （４）

ｘ１，ｘ２≥

烅

烄

烆 ０
该问题的对偶数学模型２为：

ｍｉｎ　ｗ＝１２ｙ１＋８ｙ２＋１６ｙ３＋１２ｙ４

ｓ．ｔ．
２ｙ１＋ｙ２＋４ｙ３≥２
２ｙ１＋２ｙ２＋４ｙ４≥３

ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４≥
烅
烄

烆 ０
利用单纯 形 法 可 以 求 出 该 模 型 的 最 优 解 为

ｘ＊１ ＝４，ｘ＊２ ＝２，最优值ｚ＊＝１４。为求解对偶数学

模型，利用运筹学中对偶问题的强对偶性和互补

松弛定理等数学性质可知，由于
ｘ＊１ ＝４≠０
ｘ＊２ ＝２≠烅
烄

烆 ０
，因此

２ｙ１＋ｙ２＋４ｙ３＝２
２ｙ１＋２ｙ２＋４ｙ４｛ ＝３

，又由于４ｘ＊２ ＝４×２＝８＜１２，

因 此 ｙ４ ＝０，由 此 可 以 得 到 线 性 方 程 组

２ｙ１＋ｙ２＋４ｙ３＝２
２ｙ１＋２ｙ２｛ ＝３

，最终得 到 该 线 性 方 程 组 的 通

解为：ｙ＊＝ｋ［－４，４，１，０］Ｔ＋［１／２，１，０，０］Ｔ。又

由于ｙ的非负性，有ｙ＊≥０，因此ｋ∈［０，１／８］。
从通解中看出，对偶问题的解不是唯一的，随

着ｋ值的改变而改变。对偶问题解的不唯一性导

致Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ四 种 资 源 的 影 子 价 格 是 不 唯 一 的。
当资源的影子价格不唯一时，就无法有效判断资

源的稀缺程度，并且会对企业生产决策产生影响。
例如：Ａ 资 源 的 影 子 价 格 可 以 为０（当ｋ＝１／８
时），也可以为１／２（当ｋ＝０时）。那么 Ａ资源对

该企业是否紧缺呢，或者说其稀缺程度如何衡量

呢？如果其影子价格为０，则根据上面的叙述，Ａ
资源对该企业就不是紧缺的，在一定范围内增加

或减少Ａ资源对该企业的利润不会产生影响；而

如果其影子价 格 为１／２，Ａ资 源 对 该 企 业 就 是 紧

缺的，如果企业从市场上以价格ｐ（ｐ≤１／２）购买

１单位Ａ资源，则 企 业 的 利 润 可 以 增 加１／２－ｐ。
由此可见，影子价格的唯一性对企业的决策是非

常重要的。
针对对偶问题解的不唯一性，提出下 面４个

需要解决的问题：
（１）什么原因导致对偶问题的解是不唯一的；
（２）影子价格的非唯一性会对经济分析产生

什么影响；
（３）如何从经济学角度解释解的非唯一性；
（４）解不唯一时影子价格应如何确定。

三、影子价格非唯一性的原因分析

为对影子价格非唯一性有一个直观 的 认 识，
首先采 用 图 解 法 进 行 分 析。利 用 运 筹 学 相 关 方

法，画出该生产计划安排问题数学模型的可行域，
如图１所示。图中［１］、［２］、［３］、［４］每条线为模

型１中依次四个限制条件所对应的直线方程，阴

影部分为可行域，Ｏ点为最优 点。从 图１中 可 以

看出，该模型最优解正好处于［１］、［２］、［３］三条直

线的交点上。
现在将资源Ａ增加一单位，即将第１个限制

条件改为２ｘ１＋２ｘ２≤１３，改 变 后，模 型 的 可 行 域

如图２所示，图２中直线［１／］对 应 修 改 后 的 限 制

条件１。从图２中可以看出，虽然资源Ａ增加一

单位后，第１个限制条件对应的直线向右上方发

生移动，但因第２、３个限制条件不变，因此模型的

可行域并没有增加，模型的最优值也没有改变，仍
然位于Ｏ点。

如果在资源Ａ增加一单位的基础上，再将资

源Ｂ也增加一单位，即将第２个限制条件改为ｘ１
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图１　原模型的可行域
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图２　资源Ａ增加一单位后的可行域

＋２ｘ２≤９，模型的可行域如图３所示，图３中直线

［２／］对应修改后的限制条件２。从图３中可以看

出，资源Ａ和Ｂ同时增加时使得模型的可行域增

加，最优值从Ｏ提 高 到Ｏ／点（此 时 最 优 值 为１５．
５）。
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图３　资源Ａ、Ｂ都增加一单位后的可行域

现在考虑另一种改变方式：在原模型基础上，
将资源Ａ减少一单位，即将第１个限制条件改为

２ｘ１＋２ｘ２≤１１，改变后，按照上面的做法可以看出

模型的可行域变小了，模型的最优值也相应的减

小（此时最 优 值 为１３．５）。而 如 果 在 原 模 型 的 基

础上仅将资源Ｂ增加一单位，即将第２个限制条

件改为ｘ１＋２ｘ２≤９，通 过 图 解 法 可 以 看 出，模 型

的可行域变大了，相应的最优值也得到增加（此时

最优值为１５）。另外，无论对资源Ｄ增 加 还 是 减

少一单位，即无论第４个限制条件为４ｘ２≤１３还

是４ｘ２≤１１，目标函数的最优值都不变。
上面这种最优点位于多个（两个以上）限制条

件交汇处的情况在线性规划中称为退化。退化是

指线性规划问题通过单纯形法求解时，最优解的

某个基变量为０的现象。可以证明，若原问题的

解是退化解，则其对偶问题的解不唯一，也即造成

了影子价格的非唯一性问题。反之，若原问题的

解不是退化解，则上述问题不复存在。

四、影子价格非唯一性的经济学解释

影子价格最重要的用途是进行决策和经济学

解释，因此研究影子价格的经济学特征，利用经济

理论分析影子价格的非唯一性问题是很有现实意

义的。综合第三部分的图形分析，可以得出以下

结论：
（１）当最优值处于多个（多于两个）限制条件

对应直线的共同点时，这些限制条件对应资源的

影子价格是不唯一的。
（２）当影子价格不唯一时，增加和减少某种资

源的数量对最优值的影响是不同的。
（３）各种影子价格不唯一的资源拥有量改变

时对目标函数的影响效果是不同的，即有些资源

单独改变拥有量即可改变目标函数，有些资源必

须和其他 资 源 共 同 变 化 才 能 对 目 标 函 数 产 生 影

响。
（４）若某限制条件的对应直线不经过最优点，

则该限制条件对应资源的影子价格为０。
利用生产要素需求的联合性和替代 性，来 解

释影子价格非唯一性时产生的几种情况。按照经

济学的理论，生产要素往往不单独发生作用。由

于生产技术的特性，生产要素在生产时的需求具

有共同性，或者联合性，即实际生产过程对多种生

产要素的需求是共同的，相互依赖的。另外，生产

要素之间又是可以相互替代的，其替代程度可以

由生产要素的边际 技 术 替 代 率（ＭＲＴＳ）来 表 示。
边际技术替代率是指在技术水平不变的条件下，
为维持同等的产量水平，放弃一定数量的某种投

入要素而必须增加的另一种投入要素的数量。在
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经济学中可以通过等产量线来研究不同要素之间

的可替代关系，以两种生产要素（分别记为Ｌ、Ｋ）
为例，其等产量线如图４所示。

特殊的，当边际技术替代率为０时，两种生产

要素必须按照一定的比例组合在一起才能够进行

生产，产量是由按照比例最少的生产要素所决定

的。例如农民锄地时，劳动力与锄头间的比例应

该是１∶１，如果有１００把锄头，而只有５０个劳动

力，则锄地的数量是由５０个劳动力所决定的。图

５给出了这种情况下的等产量线，其中的Ｌ，Ｋ 表

示两 种 不 同 的 资 源 或 生 产 要 素。从 图５可 以 看

出，这种情况下的等产量线是折线，产量由折点对

应的要素数量所决定。
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图４　生产要素可替代时的等产量线
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图５　生产要素固定比例的等产量线

在图４和图５中，当两种资源的数量为（Ｌ１，

Ｋ１）时，产量为Ｑ１。通过以下几种情况来分析要

素的联合性及可替代性与影子价格的联系。
情况１：资源Ｌ的 拥 有 量 为Ｌ１ 保 持 不 变，资

源Ｋ 由Ｋ１ 增加到Ｋ２。从图４可以看出，由于资

源的可 替 代 性，虽 然 资 源Ｌ保 持 不 变，但 产 量 仍

然从Ｑ１ 增加到Ｑ２；而从图５可以看出，由于两种

资源的边际技术替代率为０，因此资源Ｋ 的增加

并没有引起产量的增加。这种情况可以解释为什

么当影子价格不唯一时，资源拥有量改变对目标

函数的影响效果是不同的。即当资源的边际技术

替代率不为０时，单独改变该资源的拥有量即可

改变目标函数，而当边际技术替代率为０时，单独

改变该资源的拥有量不能改变目标函数。

情况２：资源Ｌ 由Ｌ１ 增加到Ｌ２，同时资源Ｋ
由Ｋ１ 增加到Ｋ２。从图４和图５可以看出，两种

情况下产量都有所增加。这说明，当影子价格不

唯一时，多种资源的共同变化能够对目标函数产

生影响。
情况３：资 源Ｌ 的 拥 有 量 保 持 不 变，资 源 Ｋ

由Ｋ１ 减 少 到Ｋ３。从 图５可 以 看 出 产 量 减 少 到

Ｑ３，结合情况１可 以 解 释，为 什 么 当 影 子 价 格 不

唯一时，增加和减少某种资源的数量对最优值的

影响是不同的。
通过上面的分析，得出了影子价格非 唯 一 性

的原因，以及当影子价格不唯一时对经济分析产

生哪些影响并给出了经济学解释，下面通过实例

说明当影子价格不唯一时应如何确定资源的影子

价格。

五、影子价格的确定

在经济学理论中，利润最大化问题的 对 偶 问

题是成本最小化，其对偶问题的最优成本可以看

做企业取得最大化利润的机会成本。在完全竞争

的经济环境中，企业的利润应该等于机会成本，这
正好符合对偶问题的性质：原问题与对偶问题的

最优值相等。因此，影子价格（对偶问题的解）的

可以看做是在对偶问题的背景下研究如何使得资

源利用的机会成本最小。

当影子 价 格 不 唯 一 时，定 义 影 子 价 格 为：珚ｐＲ

＝｜ｐＲ｜，ｐＲ ＝ｍｉｎ∑
ｉ∈Ｒ
Δｂｉｙｉ。其中，ｉ＝１，…，Ｍ；

Ｍ为资源的种类，或模型限制条件的个数；Ｒ为拥

有量发生改变的资源的集合；Δｂｉ 为第ｉ种资源的

改变量；ｙｉ为对偶问题的解。若集合Ｒλ＝λＲ表示

集合Ｒ中资源改变量同比例变化λ（λ＞０）倍，则
珚ｐＲλ ＝λ珚ｐＲ，ｐＲλ ＝λｐＲ。通过算例来说明该定义。

根据本文 所 举 实 例，对 偶 问 题 的 解 为ｙ＊ ＝
ｋ［－４，４，１，０］Ｔ＋［１／２，１，０，０］Ｔ，其 中ｋ∈［０，

１／８］。表２模拟了１３种不同情况下的影 子 价 格
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珚ｐＲｊ，其中Ｒｊ（ｊ＝１，２，…，１３）表示第ｊ次实验中拥

有量发生改变的资源的集合。例如，在实验１中，
拥有量 发 生 改 变 的 资 源 的 集 合Ｒ１＝｛１｝，因 此

珚ｐＲ１＝｜ｐＲ１｜＝｜ｍｉｎ　０．１×（－４ｋ＋１／２）｜＝０（ｋ＝
１／８）；实 验１２中 拥 有 量 发 生 改 变 的 资 源 的 集 合

Ｒ１２＝｛１，２，３｝，珚ｐＲ１２＝ｐＲ１２＝｜ｍｉｎ（Δｂ１ｙ１＋Δｂ２ｙ２
＋Δｂ３ｙ３）｜＝０．１６２　５（ｋ＝０）；实验１３相当于将实

验１２的资源改变量扩大４倍，因此其影子价格为

珚ｐＲ１３＝珚ｐＲ１２４ ＝４×珚ｐＲ１２＝０．６５。

表２　资源改变量与目标函数值的对应关系

实验 １　 ２　 ３　 ４　 ５　 ６　 ７　 ８　 ９　 １０　 １１　 １２　 １３
Δｂ１ ０．１ －０．１ － － － － － －０．１　 ０．１　 ０．１ －０．１ －０．１ －０．４
Δｂ２ － － ０．１ －０．１ － － － ０．１　 ０．１ － － －０．１ －０．４
Δｂ３ － － － － ０．１ －０．１ － － － －０．１ －０．１ －０．１ －０．４
Δｂ４ － － － － － － ±０．１ － － － － － －
ｋ　 １／８　 ０　 ０　 １／８　 ０　 １／８ 任意 ０ 任意 １／８ － － －
珚ｐ　 ０ ０．０５　 ０．１　 ０．１５　 ０　 ０．０１２　５　 ０　 ０．０５　 ０．１５　０．０１２　５　０．０５　０．１６２　５　０．６５

ｐ　 ０ －０．０５　 ０．１ －０．１５　 ０ －０．０１２　５　 ０　 ０．０５　 ０．１５ －０．０１２　５－０．０５－０．１６２　５－０．６５

ΔＺ　 ０ －０．０５　 ０．１ －０．１５　 ０ －０．０１２　５　 ０　 ０．０５　 ０．１５ －０．０１２　５－０．０５－０．１６２　５－０．６５

　　表２同时给出了利用软件ＬＩＮＧＯ１１．０计算

出的每次实验目标函数的改变量ΔＺ，从计算结果

可以看出，ｐ＝ΔＺ。由此看出，虽然对于退化问题

而言，具体资源的影子价格失去了意义，然而针对

资源组合而言，影子价格是唯一给定的，可以用来

进行经济分析。例如在实验１３中，将资源１、２、３
看做一种资源组合，在现有资源量的基础上，当该

种资源组合中的每种资源都减少０．４时，其资源

组合影子价格为０．６５，若市场收购这种组合资源，
则企业能够接受的价格应大于等于０．６５，否则企

业应保留该资源组合，用于自己生产。

六、结束语

通过具体实例，利用经济学相关理论，较为详

细地分析了影子价格非唯一性的相关问题，并得

到以下两个方面的结论：
（１）利用经济学中生产要素的联合性和替代

性，可以合理解释影子价格的非唯一性。
（２）当影子价格非唯一时，在机会成本增加量

最小的意义上，组合资源的影子价格是有效的。
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