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最优生产批量模型的理论

缺陷及其改进
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　　摘　要：应用单一产品最优生产批量模型进行决策，只有生产的零部件储存时间满一年

时，才能得出正确的结果，为了弥补这一缺陷，应用函数极值法对该模型进行了改进。通过实

例证明，企业在同一设备轮换生产多种产品时，不存在共同最优批次，进而提出根据单一最优

生产批量模型，解决同一设备轮换生产多种产品的最优安排方法。
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　　一、引例

假设某公司全年生产甲零件，已知全 年 生 产

量３６　０００个，生产每批零件的调整成本１　０００元，
全年平 均 储 存 成 本２元／件 年，每 天 生 产 量３００
件，每天发出（或领用）量２００件，企业将如何安排

生产才能使总成本最低？显然，这是一个最优生

产批量的决策问题。应用最优生产批量模型：
最优生产批量

Ｑ＊＝ ２ＡＳ

Ｃ（１－ｄｑ槡 ）
（１）

最优生产批量的全年总成本

ＴＣ＝ ２ＡＳＣ（１－ｄｑ槡 ） （２）

式中，Ａ为零部件（或产品）全年生产量；Ｑ为

零部件（或 产 品）生 产 批 量；ＴＣ为 最 优 生 产 批 量

的总成本；Ｓ为生产每批零部 件（或 产 品）的 调 整

成本；Ｃ为每个零部件（或产品）的全 年 平 均 储 存

成本；ｑ为零部件（或产品）的每天生产量；ｄ为零

部件（或产品）的每天发出（领用）量。
可得最优 生 产 批 量Ｑ＊ ≈１０　３９２件，最 优 生

产批次ｎ＝Ａ÷Ｑ＝３６　０００÷１０　３９２≈３．５批，最
优生产批量的总成本ＴＣ ≈６　９２８元。实 际 上，
这个结果是错误的，可由下面的逐次测试得以证

实（如表１所示）。
应用逐次测试法，最优的经济批量、批次和最

低成本分别为１４　６９７件、２．５批和４　９５０元，而不

是１０　３９２件、３．５批和６　９２８元。
为什么会出现这样错误的结论呢？原因在于

模型（１）、（２）隐含了一个假设。即一年的生产量

与发出量之比为一年（一年按３６０天计，下同），如
果实际情况不满足此假设，就将导致错误的决策。

如 果 在 上 例 中，每 天 甲 零 件 的 发 出 量 不 是

２００件，而是１００件，则应用模型（１）、（２）可得：最

优生产批次ｎ＝Ａ÷Ｑ＝３６　０００÷７３４９≈４．９批，
最优生 产 批 量 的 总 成 本ＴＣ≈９　７９９元。这 个 结

果是正确的，因为，每天发出１００件，３６　０００件正

好是一年的发出量。这个结果和下面的逐次测试

法得到结果一致，如表２所示。
企业在实际的生产批量决策中，一年 的 生 产

量与 发 出 量 之 比 恰 好 等 于３６０的 情 况 是 不 多 见

的，这就需要对模型（１）、（２）进行修正［１－２］。
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表１　每天发出２００件时的最优生产批量

批次

ｎ＝ＡＱ

批量／个

Ｑ

调整成本／元

Ｓ×ｎ

平均储存量／个

Ｑ
２
（１－ｄｑ

）

储存成本／元

Ｃ＊Ｑ２
（１－ｄｑ

）
总成本／元

ＴＣ

１　 ３６　０００　 １　０００　 ６　０００　 ６　０００　 ７　０００

２　 １８　０００　 ２　０００　 ３　０００　 ３　０００　 ５　０００

２．５　 １４　４００　 ２　５００　 ２　４１０　 ２　４００　 ４　９００

３　 １２　０００　 ３　０００　 ２　０００　 ２　０００　 ５　０００

３．５　 １０　２８５　 ３　５００　 １　７１４　 １　７１４　 ５　２１４

４　 ９　０００　 ４　０００　 １　５００　 １　５００　 ５　５００

５　 ７　２００　 ５　０００　 １　２００　 １　２００　 ６　２００

６　 ６　０００　 ６　０００　 １　０００　 １　０００　 ７　０００

　　注：表１中的单位储存成本是按１元计算的。

表２　每天发出１００件时的最优生产批量

批次（次）

ｎ＝ＡＱ

批量／个

Ｑ

调整成本／元

Ｓ×ｎ

平均储存量／个

Ｑ
２
（１－ｄｑ

）

储存成本／元

Ｃ＊Ｑ２
（１－ｄｑ

）
总成本／元

ＴＣ

１　 ３６　０００　 １　０００　 １２　０００　 ２４　０００　 ２５　０００

２　 １８　０００　 ２　０００　 ６　０００　 １２　０００　 １４　０００

３　 １２　０００　 ３　０００　 ４　０００　 ８　０００　 １１　０００

４　 ９　０００　 ４　０００　 ３　０００　 ６　０００　 １０　０００

４．９　 ７　３４９　 ４　９００　 ２　４５０　 ４　８９９　 ９　７９９

５　 ７　２００　 ５　０００　 ２　４００　 ４　８００　 ９　８００

６　 ６　０００　 ６　０００　 ２　０００　 ４　０００　 １０　０００

８　 ４　５００　 ８　０００　 １　５００　 ３　０００　 １１　０００

　　二、单一产品经济生产批量模型改进

在每天发出２００件时，表１中 逐 次 测 试 的 结

果显示最优批量为１４　４００件，２．５批，此时的成本

为４　９００元，而 不 是 利 用（１）、（２）式 计 算 的３．５
批。原因是每天发出２００件，存储甲零件 的 最 长

时间是：３６　０００÷２００＝１８０天，只有半年，存储成

本就应当按半年计算，而不能按一年计算。也就

是每个 零 件 的 储 存 成 本Ｃ＊ ＝２÷３６０×１８０＝１
元／件。

在零部件存储时间不足一年的条件 下，如 果

仍然应用类似（１）、（２）形式的模型，需要对其进行

改进［３］，只需将单位储存成本Ｃ假设一年改为平

均每天储存成本不受生产数量与发出量之比必须

为３６０的限制。此时：
调整成本＝每次调整成本×调整次数，即

ＴＣＴ＝ＳＡＱ
（３）

储存成本＝单位储存成本×平均储存量×储

存天数×批次，即

ＴＣＣ＝ＣＱ
（ｑ－ｄ）
２ｑ

Ｑ
ｑ＋

Ｑ（ｑ－ｄ）
ｑ［ ］ｄ

Ａ
Ｑ

（４）

（４）中，Ｑｑ
为 每 批 次 的 生 产 天 数，Ｑ（ｑ－ｄ）

ｑｄ
为

每批次的纯发出天数。
总成本＝调整成本＋储存成本

ＴＣ＝ＡＱＳ＋Ｃ
Ｑ（ｑ－ｄ）
２ｑ

Ｑ
ｑ＋

Ｑ（ｑ－ｄ）
ｑ［ ］ｄ

Ａ
Ｑ

＝ＡＱＳ＋
Ｑ（ｑ－ｄ）
２ｑｄ ＣＡ （５）

根据总成本ＴＣ最小的必要条件

ｄＴＣ
ｄＱ ＝－

Ａ
Ｑ２Ｓ＋

（ｑ－ｄ）
２ｑｄ ＣＡ＝０

（６）

可得，经济生产批量为

Ｑ＊＝ ２ｑｄＳ
Ｃ（ｑ－ｄ槡 ） （７）
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由Ｑ＊ 代入（５）可得

ＴＣ＊＝Ａ ２ＳＣ（ｑ－ｄ）
ｑ槡 ｄ

（８）

仍然沿用 Ｍ公司生产甲零件的数据，如果每

天发出量为１００件，则：

Ｑ＊＝ ２ｑｄＳ
Ｃ（ｑ－ｄ槡 ）＝

２×３００×１００×１　０００
２／３６０×（３００－１００槡 ）

＝７　３４９（件）

ＴＣ＊＝Ａ ２ＳＣ（ｑ－ｄ）
ｑ槡 ｄ ＝３６　０００×

２×１　０００×２／３６９×（３００－１００）槡 ３００×１００
≈９　７９８（元）

计算结果与原来的计算结果表２逐次测试结

果一致。
如果每天发出量不是１００件，而是２００件，则：

Ｑ＊＝ ２ｑｄＳ
Ｃ（ｑ－ｄ槡 ）＝

２×３００×２００×１　０００
２／３６０×（３００－２００槡 ）

＝１４　６９７（件）

ＴＣ＊＝Ａ ２ＳＣ（ｑ－ｄ）
ｑ槡 ｄ ＝３６　０００×

２×１　０００×２／３６０×（３００－２００）槡 ３００×２００ ≈４　８９８（元）

计算结果与原来的计算结果并不相 同，但 却

与表１逐次测试的结果一致（表１中２．５批时的

最低成本为４　９５０元，和４　８９８相差５２元，是由于

最优批次为一位小数所致）。也就是说，（７）、（８）
才是不受每天发出数量限制的最有生产经济批量

的决策模型。

三、多品种产品经济生产批量的确定

当企业用同一种生产设备轮换分批生产多种

产品或零部件时，有人主张采用共同最优生产批

次模型来确定生产批量，此时的模型为

共同最优生产
批次Ｎ＊ ＝

ＡｉＣｉ（１－ｄｑ）
２Ｓ槡 ｉ

（９）

（９）式中，各符号的含义与（１）、（２）中的含义

相同。
实际上，由（９）所 确 定 的 共 同 最 优 批 次 并 不

能保证总成本最低，即不存在共同最优生产批次。
比如，Ｎ企业生产甲、乙两种产品，有关两种产品

的数据如表３所示：

表３　Ｎ企业生产甲、乙两种产品有关数据资料

序号ｉ 零件 Ａｉ／件 Ｃｉ／（元／年） Ｓｉ／元 ｑｉ／件 ｄｉ／件

１ 甲 １　２００　 １８　 ６００　 ３０　 １０

２ 乙 ２　４００　 ７．２　 ３２０　 ２０　 １０

　　根据表３资料和（９）得：

共同最优
生产批次

Ｎ＊ ＝
ＡｉＣｉ（１－ｄｑ）

２Ｓ槡 ｉ

＝

１　２００×１８×（１－１０３０
）＋２　４００×７．２×（１－１０２０

）

２×（６００＋３２０槡 ）

＝３．５３９（批）
由此可得：

Ｑ＊
甲＝１　２００３．５３９＝３３９

（件），

Ｑ＊
乙＝２　４００３．５３９＝６７８

（件）

根据（２）得：

ＴＣ甲＝４　１５７（元），ＴＣ乙＝２　３５１．５（元）；
总的成本

ＴＣ总＝ＴＣ甲＋ＴＣ乙＝６　５０８．５（元）
而根据（７）、（８）可得：

Ｑ＊
甲＝６００（件），ＴＣ甲＝２　４００（元），ｎ＝２（批）；

Ｑ＊
乙＝８００（件），ＴＣ乙＝１　９２０（元），ｎ＝３（批）；

总的成本

ＴＣ总＝ＴＣ甲＋ＴＣ乙＝２　４００＋１　９２０＝４　３２０
（元）。

由此可知，应用共同最优生产批次所得结果，
较之应用（７）、（８）要多花费成本２　１８８．５（６　５０８．５
－４　３２０＝２　１８８．５）元。也 就 是 说，应 用（９）所 确

定的“共同最优生产批次”的计算公式，不能实现

多种产品在同一设备轮换生产的最优，也就是不

存在多种产品的“共同最优生产批次”。只能应用

（７）、（８）确定每种产品的最优批量和批次后，再统

筹安排轮换生产才能实现最优。这个论断可以根

据证明（５）、（６）的原理，并应用解析法得到证明。

ＴＣ总 ＝（ＡｉＱｉＳｉ＋
Ｑｉ（ｑｉ－ｄｉ）
２ｑｉｄｉ

ＣｉＡｉ）（１０）

由于（１０）中各产品的批量Ｑｉ 和Ｑｊ 没有相乘
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的关系，当ＴＣ总 对Ｑｉ 求偏导时，任意的Ｑｊ（ｉ≠ｊ）
均为常量。所以：

ＴＣ总

Ｑｉ ＝－
Ａｉ
Ｑ２ｉ
Ｓｉ＋

（ｑｉ－ｄｉ）
２ｑｉｄｉ ＣｉＡｉ＝０

（１１）

由（１１）很容易地即可得到（５）、（６），进而得到

（７）、（８）。
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欢迎订阅《石家庄铁道大学学报（社科科学版）》

《石家庄铁道大学学报（社科科学版）》是河北省教育厅主管、石家庄铁道大学主办的国内外公开发

行的人文社科类综合性学术期刊。２００７年８月创刊，原名为《石家庄铁道学院学报（社科科学版）》，２０１０
年８月更为现名。主要刊登经济与管理、语言与文学、哲学、法学、建筑与艺术学、高等教育等方面的学

术论文。主要读者对 象 为 高 校 相 关 专 业 的 教 师 和 研 究 生，以 及 相 关 的 科 研 人 员。连 续 出 版 物 号 为：

ＩＳＳＮ２０９５－０３６５、ＣＮ１３－１４０２／Ｃ。季 刊，每 季 度 末 出 版。１１２页／期，定 价１０．００元／册。全 年 共４０
元。欢迎订阅。编辑部自办发行，免费邮寄。订户可直接与编辑部联系。

通信地址：０５００４３河北省石家庄市北二环东路１７号 石家庄铁道大学学报编辑部 收件人：石家庄

铁道大学学报编辑部

联系电话：０３１１－８７９３６０９５
电子信箱：ｘｕｅｂａｏｓｋｂ＠１６３．ｃｏｍ
本刊网站ｈｔｔｐ：／／ｘｕｅｂａｏ．ｓｔｄｕ．ｄｅｕ．ｃｎ
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