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一维对流弥散方程的

显式差分法求解及其收敛性分析
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摘要 ：
对一维 对流 弥散方程 的 特 点进行全 面 分析 ， 在稳定渗流 场 中 ，认 为 差分格式 中 的流速

项 系数和 弥散 系数是随 空 间 节点 的 位里 而 改 变 的 ，给 出 了 不 同 渗流 方 向 下相 应 的 差 分格 式 ， 推

导 了 对 应的收敛条件 ，并 考虑 了 边 界浓度 袞减 的 影响 ， 引 入边界 衰减 因 子 ， 最后 将该 方法 运 用 到

实 际工 况 中 。 从计 算结 果 中发现 ， 在 满足收 敛条件 的情况 下 ， 能够 计 算 出 浓度在 时 间 和 空 间 的

变化数值 ， 最终计 算结果是收敛 的 ， 而 不 满 足相应 的 收敛条件 时 ，其 计 算结 果是 不收敛的 。 所 介

绍 的 方 法能 够求 解一 维对流弥散方 程 的 解析解 ， 简 单 实 用 ，
且能够 方 便 了 解每 一迭 代 步 内 的 浓

度空 间 分布情况 。
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１ 研究背景

在滨海及海岛地区 ， 由 于地下水的超量开采 ，海水入侵 已 经成为沿海地 区 普遍面 临 的重大地质灾 害

之一 。 自 ２０ 世纪 ７０ 年代 以来 ， 国 内外对海水人侵进行 了大量研究并取得很 大进展 ，其 中数学模型 的研究

是其中 的重要方面之
一

，而对流弥散模型能够较好地模拟和解释海水人侵问题 。 研究
一

维对流弥散方

程是研究海水入侵的重要方法 ，能够粗略地模拟 出海水人侵情况 ，相 比较二维和三维所需要 的参数较 少 ，

是
一

种简 易可行的方法 。 杨金忠
［
２

］对各种求解对流弥散方程数值方法 比较 ，认 为对于
一维问题 ， 有限差

分法能够得到精确结果 ， 因此本文提 出 利用 显式有限差分法对
一维对流弥散模 型进行求解 ， 具有操作简

单 、 稳定性 和收敛性好的特点 ， 是求解
一维对流弥散模型 的有效方法 。

有限差分法是
一

种古典的 数值计算方法 。 随着数值计算方法的研究和发展 ，差分法 已经被广泛应用

在地下水渗流 问题和 浓度扩散问题中 。 其基本思想是 ： 用渗流 区内 有 限个离散 点的集合代替连续的 渗流

区 ， 在这些离散点上用差商近似地代替微商 ，将微分方程及其定解条件化为 以 未 知 函数在 离散点 上的 近

似值为未知量的代数方程 （称为差分方程 ） ，然后求解差 分方程 ，从而 得到微分方程的解在 离散点上的 近

似值 。 有限差分法难免会产生截断误差 、 舍人误差和 测童误差 ， 如果 在某个节点某 个时阶处 出现误差后 ，

会对下一步的迭代求解过程产生影响 ，是误差逐渐变小还是被无限放大 ，需要讨论差分法 的 收敛性和稳

定性 ［
３ ４

］

。

夏源等 ［
５
］提出 分数阶对流弥散方程的 数值求解方法 ，杨 淑伶 ［

６
］ 提 出求解 分数阶对流弥散方程 的 边界

值法 。 传统研究对流弥散方程的数值求 解时 ， 往往将纵 向弥散 系数看做常数 ， 而亊 实上纵 向弥散系 数与

流速 的大小成正 比 ，当流速在空 间 的分布 不相等 时 ， 流速和纵向 弥散 系 数均不 能看做常数 。 在研究 对流

弥散方程的差分法求解时 ，在不 同渗流方 向下 ，流速会与盐分迁移的方 向 相 同或相 反 ，代人到差分式当 中

会有正负号的影响 ，而弥散系数 只与流速 的大小有关 ， 为保证迭代式中 的流速项 系数为正值 ，在不 同 的渗
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流方 向下 ，对流弥散方程会出 现 ２ 种差分迭代式 ，这是以往研究没有考虑到的 。

当利用 有限差分法求解
一维对流弥散方程时 ， 需要考虑边界条件的 问 题 ， 李新洁等

Ｗ采 用 Ｄ ｉ ｒ ｉｃ ｈ ｌ ｅｔ

零边值边界条件求解对流弥散方程 。 本文 引 人边界衰减 因子来解释盐分在边界处存 在稀释和衰减的 情

况 ，并讨论在不同 渗流方向 下的影 响 ，最后讨论了 在不同 渗流方 向 下 给 出不 同 的差分式 ， 并给 出 了 各 自 对

应 的收敛条件 ，在 收敛条件下 ， 利用显式差分法求解对流弥散方程是收敛 的 。

２ 研究方法

２
．
１—维对流弥散方程

以
一维对流弥散方程为研究对象 ，不计源汇项 ， 且孔 隙率 《 为 常数 ， 在稳定渗流场 中 ，若求解对 流弥

散方程得 出 溶质浓度 变化引 起的 水密度变化可以 忽 略 ， 则水 流方 程和溶质迁移方程可 以 独立求解 。 由 水

流方程的解得 出研究区域及时段的速度分量 ， 然后把速度作 为输人代人对流弥散方程 。 这种
“

去耦
”

法计

算效率高
［ ８］

。

３ｃ＿３／


ｎ９ｃ
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ｋｄｈ
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（ １ ）

（ ２ ）

Ｄ＾ ｕ ｌＷＡ＋ Ｄ
＊

〇 ）

式中 ， 々 为渗透系数 ； ａ 为弥散系数 ， 为反映可 溶性 物质 通过渗透介质时 的弥散现象强 弱 的物理量 ； ＆ 为

纵向 弥散度 ；
ＩＴ＝ ｒＤ ，

，
， ｒ 为孔隙介质的弯曲 度 ，取值范 围为 ０

．
５
？ ０

．
０ １ ，

Ｄ
？ 为开放水体 的分子扩散 系数 ，

对于 ＮａＣ ｌ 盐溶 液经查表得 Ｄ
？
＝
 １ ． ４８ Ｘ Ｕｒ

５

ｃｍ
２

／ ｓ
［
９
］

， ｒ 取 ０ ． ５ ，代 人得到 Ｄ
＊

ｓ ｙｊ Ｘ ｌ Ｏ
－

１ 。

ｍ
２

／ｓ ，其值太

小可忽 略不计 。

（ ４）

２ ．２ 划分 网 格

在海水入侵模型 中 ， 假设左侧海水高度为 心 ， 右侧淡水水头为 ，渗 流区间 ［
０

，
Ｌ］均匀分布 Ｎ＋１ 个

节点 ，则空 间步 长 Ａ 
＝

Ｌ／

Ｎ
，
Ｘ。

＝
０

，节点号数 ｘ 乘 以空 间 步长 Ａｘ 便是 该节点距左侧 海水边界 的 长度 ，

＝
 １ ，２ ，

…

，Ｎ ） ； 取时 间步长为ＡＺ ， 则“１ ， ２ ，

…

，
Ｍ

） 。

２ ． ３ 微分方程的 显式差 分化

对于一维海 水人侵对流弥散模 型 ，存在 ２ 种 类型 ， 正向 渗流类型 是左侧海水水位高 ，右侧淡水 水位

低 ， 即 ／ｉｎ〉 ＡＮ ，如 图 １ 所示 ， 此时速度方 向 与盐分迁移 的方 向 相同 ，且与 ｘ轴方 向 相 同 ； 逆 向渗流类 型是

左侧 海水水位低 ， 右侧淡水水位高 ， 即 心＜心 ， 如 图 ２ 所示 ，此 时速度方 向 与 盐分迁 移 的方 向 相反 ， 与

？ｒ 轴方 向相反 。 研究恒定 流稳定状态下海 水 的 扩散情 况 ， 故假 设在海水扩散 以 前水 头 和流速 已 经达

到稳定 的 渗流状 态 ， 图 １
、 图 ２ 所 示 表示 在 稳 定 的 水 头 和 流速 情况 下 发生 正 向 渗 流 和 逆 向 渗 流 的

情况 。

图 １ 正 向 渗流类 型的 示 意 图
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图 ２ 逆 向 渗流类型 的 示意 图

在正 向 渗流的类型下 ， 流速为正值 ，根据达 西定 律 ， 待 到 稳定后 ，
Ｖ

， 的值 和 １ 存在——对应关系 ， 根

据空 间节点 处流董相等的原理
［

１ °
］

，可 以求得稳定后 的 流速表达式为
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将
一维对流弥散方程式 （ １ ） 差分化为

ｃＴ
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此
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当 时 ，认为 ＝

／

３＾ ，
＼＾ ＋

｜

＝ Ｖ
Ｎ ，其 中 ０ 为边 界衰减 因子 ，其值介于 ［０ ， １ ］之间 ， 反映浓度在边

界处的衰减程度 ，

／

？
＝
１ 时 ，代表边 界处浓 度没 有衰减 ，

＃
＝ 〇 时 ，代表完全衰减 （假 如边界处存在盐分吸收 器

将盐分完全吸 收 ， 则代表 完全衰减 ） ，其他情况介于没有衰减和完全衰减之间 。
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￣
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式 （ １ ３ ）代表
一维对流弥散方程在正 向渗流类 型下 的 显式差分迭代公式 。

在 逆 向渗 流的情况 下 ，代人流速的计算值 为 负值 ， 考虑到 弥 散 系数不 随流速正负 的影 响 而 只与 大小

有关 ， 为 了保证代入的 显式差分式 中 的流速项 系数为正值 ，故 将式 （ １ ）差分化为

ｃＶ
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当 ；
＝ Ｎ 时 ， 浓 度 的差分式与式 （ １ ０ ）相 同 ，且此时 的速度 表达式为

（ ｌ＜ ｚ＜Ｎ ） （ １４ ）
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式 （ １７ ）代表
一

维对流弥散方程在逆 向渗流类型下的显式差分迭代公式 。

２ ． ４ 差分格式的收敛性判定

前面建立差分方程时 ，是用差商代替微商 ，
在数值法中提 出

一种差分格式 ，需要了解其收敛性 。
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 ，Ｍ ）（ １８ ）

式 中 ，Ｃ？ 为偏微分方程定解问题在点 （ ｉ
， 《 ）处的精确解 ； ｃ『 为有限差分方程问题在点 （ ｉ

， 《 ）处 的解
；
为偏

微分方程定解问题精确解与有限差分方程问题的解在点 （ ｉ
， 《 ）处的误差 。

２ ． ４． １ 正 向渗流类型的收敛条件

当为正 向渗流类型时 ，左侧海水水位高于右侧淡水水位 ，根据式 （ １ ０ ）得到
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一种类型下 ，
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＝
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＝
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＝
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０
，
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＝
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如此类推 ，对于某个时刻 ￣ 有

＋
ＺＬｘ
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＋？ ？
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＇
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０ 时 ，
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， 可见显式差分格式是收敛 的 。

故在正 向渗流类型下 ， 当 １ （？ ＋
｜＋ＡｚＶ

，
） ＞ ０ 时 ，

一

维显式差分格式是 绝对收

敛的 。

２ ．４ ． ２ 逆向渗流类型 的收敛条件

当 为逆向渗流类型时 ，左侧海水水位低于右侧淡水水位 ，根据式 （Ｍ ）得到
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Ｔ？ 。 当逆向渗流类型下 ， 故有ｅ：＾ ＜ｅＬｘ
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〇 （以 ） ＋ 〇 （ Ａ：ｃ ）
｜

｝ ｄ

０ ＜ｎ＜Ｍ－

１

故在逆向渗流类型下 ，

＋ ａｉ３＾时 ，

一维显式差分格式是收敛的 。

［ａ／
．Ｖ

１

－ ± 

／
－

ＡｒＶ
ｉ

－

． ／＾Ｏ

３ 数值算例

３
．
１ 正 向渗流算例

假设存在一个渗流槽 ，用于模拟海水人侵 ，槽长 Ｌ ＝
１ ． ５ｍ ，宽 Ｂ

＝
０ ．１ｍ ， 高 ０ ． ６ｍ ， 内部填充满含水

介质 ，
Ｋ
＝

０ ．０００１ｍ ／ｓ ，＆
＝
０．２ｍ ，左侧为定水头和定浓度边界 ，左侧 海水水位为 ０ ．５ｍ ，左侧海水初始

离子浓度为 １ ８００ ０ｍｇ／
Ｌ

；右侧 为定水头边界 ，右侧淡水水位为 ０
．
３ ５ｍ ，且边界衰减因 子为

）

３ ，此情况属 于

正 向渗流类型 ，其示意图见图 ３
。 取 Ａ：ｃ 

＝
０

．
０３ｍ ， Ａｆ

＝
１ ００ｓ ， 求经过

一定迭代次数后 ，在渗流槽 中海水盐

分扩散后稳定的浓度与扩散距离的关系 。 初始及边界条件为

ｃ
｜

／
＝ 〇

－

０

＾

Ｃ
｜ ｘ

＝ 〇
＝
１ ８０ ００
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０．６
，

〇５

海水水 位 ０ ．５ｍｑ
^

海水Ｃ １

－

浓度１ ８０００ｍ
ｇ／Ｌ＾

〇３
■

ｆｅ
！

迷 ０．２

０． １

０ ．６

０ ．５

§
：３

－

５


０ ．３

２
淡水水位 ０ ．３５ｍ

丨

淡水 Ｃｌ

－

浓 度 ０ ｍｇ／Ｌ

＂

００ ． １０ ．２０ ．３０．４０ ．５０．６０．７
０． ８ ０．９１

．０ １
．

１１
．２１

．３１ ． ４

宽度 ／ｍ

图 ３ 正 向渗 流类型下渗流槽尺寸及 边界条 件示意 图

采用有 限差分法计算 上 述算例 ，在 满足收敛条件

的 情况下 ， 经过 ６０（ ）０ 步迭 代 次数后 ， 得 到 节点 位置

的 浓度基本上不随迭代次数 的增加 而改 变 ， 则 绘制最

终浓度随渗 流距离变化的 曲线 图 ， 并 比较边界衰减 因

子 卢
＝ ０ 与 ／

？
＝
１ 的情况 ， 如 图 ４ 所示

。
在正 向 渗流 的情

况下 ，右边界处浓度 的 衰减对最终稳定状 态的影 响 是

比较大的 ， 不能忽略 。

３ ． ２ 逆 向 渗流算例

当左侧 海水水位为 〇
．
３ ５ｍ 、 右侧淡水水位为 ０

．５

ｍ 时 ，其他条件均与上述情况相 同 ，此情况为逆 向 渗流

类型 ，其示意 图见图 ５
。 采用有 限差分法计算上述算例 ， 绘制最终浓 度随渗流距离变化 曲线图 ，并 比较边

界衰减因子 ０
＝ ０ 与

；

３
＝

１ 的情况 ，如图 ６ 所示 。

２０ ０００

１ ８０００

１ ６０００

—
１４０００

ｉ
１ ２０００

ｉｃ ｌＯ ０００

８０００

？６０００

Ｓ４ ０００

２０００

０

００． ２ ０ ．４０．６０． ８ １ ．０

渗流距 离 ／ｍ

１
．２１ ．４１

．６

图 ４ 正 向渗流类型下最终浓 度随 渗流距 离 的变化情况

逆 向渗流类型下渗流槽 尺 寸及 边 界条件 示 意 图图 Ｓ

在逆向 渗流 的情 况下 ， 右边界处浓度 的 衰减 对

最终稳定状态的影 响可 忽略不计 。

４ 结论

利 用显式有限差分法求解
一维对流弥散方程的

数值解 ， 并结合 ２ 种 不 同渗流方 向 的类 型 ， 给 出 了 相

应的 显式差分式 ，推导 了各 自 应满足的 收敛条件 ，且

通过实际案 例进行算法演示 ， 求解 了浓度扩散数值 ，

最后探讨 了 在不 满足 收敛条 件 的 情 况下 的 数值特

性 。 计算结果表明 ：

＿＾
＝０

２００００

１ ８０００

１ ６０００

－

１ ４０００

＾ １ ２０００

１^ ００００

１８０００

Ｍ６０００

Ｓ４０００

２０００

００ ．２０ ．４０ ．６０ ． ８１
．０１

．２ １
． ４１

．６

渗流距离 ／ｍ

图 ６ 逆 向 渗流 类型 下最 终浓 度 随 渗流距离的 变化 情况

（ １ ）对于 ２ 种不 同的类型 ，其有限差分的迭代关系式是不 同 的 ，要根据海水人侵的速度方向 确定 属于

什么类型 ，选择相应的迭代关系式 ，且要 预先计算 出 流 速场 ， 流速场 釆用本 文介绍 的 计算式 算 出 ，然后试

代 Ａ ：ｒ 和 Ａ 纟 的值 ，判定是否满足收敛条件 ，根据收敛条件选择适 当 的时间步长 以 和空 间步长 Ａｉ 。 Ａｘ 和
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Ａｆ 的值越小则截断误差越小 ，计算 的结果精确度越高 ，但相应 的计算量和迭代次数会增加 ，在满足 收敛条

件下 ，适 当地提高 Ａｉ 的值会大大减少迭代次数 。 采用显式差分法求解
一维对流弥散问题 ，经过一定的 迭

代次数后 ，发现数值稳定了 ，或者误差在允许范 围 内 ， 所得到的最终结果便 是经过相应时 间扩散后的浓

度 ，只要满足相应的收敛条件 ， 其计算结果是收敛且误差较低的 。

（２ ）在正向 渗流的类型下 ，右边界处浓度 的衰减对最终稳定状态的影 响是比较大的 ，不能忽略 。 在逆

向渗流的类型下 ， 右边界处浓度 的衰减对最终稳定状态 的影响 可忽略不计 。

（３ ）本显式有限差分法能够实现对
一维海水人侵对流弥散 问题 的 求解 ， 以往对

一维对流弥散 方程 的

求解并没有讨论正向 和逆 向渗流的情况 ， 讨论在 ２ 种不 同渗流方向 下发生盐分迁移 ，利 用本文所述方法

能够计算 出各 自 稳定的浓度情况 ， 原理简单易 操作 ，且能够方便 了解每
一迭代步 内 的浓度 空间 分布情况 ，

更直观研究每个迭代步 内 的浓度变化规律 ，是求解海水人侵问题的 有效方法 。
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