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　　摘要：为研究高温超导钉扎悬浮列车改进型悬浮架系统的非线性振动行为，探索系统参数和
运行参数对其混沌运动的影响，基于冻结镜像模型提出了一种等效处理高温超导体的方法，利用实
验数据验证了该方法的正确性，使用该方法得到改进型悬浮架系统的悬浮力数据，采用三次多项式
函数拟合数据构建悬浮力经验公式的数学模型。基于该模型建立系统的运动微分方程，使用

Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法求解系统的混沌阈值，研究系统参数与运行参数对混沌阈值的影响，给出系统避免发
生混沌运动的参数可行域和方法，以及双频激励下不发生联合共振时两激励频率应满足的关系。
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０　引言

磁悬浮制式通常分为永磁磁悬浮制式、常导磁悬浮制式和超导磁悬浮制式。永磁磁悬浮制式导向不
稳定，常导磁悬浮制式不能精细反馈控制，而超导磁悬浮制式具有被动稳定的优点。超导磁悬浮制式一
般又分为低温超导电动磁悬浮制式和高温超导钉扎磁悬浮制式。与低温超导电动磁悬浮制式相比，高温
超导钉扎磁悬浮制式利用高温超导体的磁通钉扎作用，在产生悬浮力的同时，又能实现横向稳定的导向
力，且具有超导态低成本实现的特点，成为一种新型的、悬浮导向一体化的轨道交通工具［１］。研究结果表
明，其悬浮系统是典型的非线性系统［２］，且磁轨耦合易发生共振，影响列车的安全性和舒适性［３］。因此，
近年来，对高温超导磁通钉扎悬浮列车非线性振动行为的研究成为该领域的一个研究热点［４］。

ＬＥＩ　ｅｔ　ａｌ［５］对垂直振动下的高温超导磁通钉扎悬浮列车如何长期保持悬浮稳定进行研究，发现采用
预紧力法并选取合适的预紧高度可以有效改善悬浮力的衰减。同时ＬＩ　ｅｔ　ａｌ［６］发现，增加二系悬挂系统也
能提高减振性能。为了增强高温超导磁通钉扎悬浮系统的阻尼特性，ＺＨＡＮＧ　ｅｔ　ａｌ［７］引入了涡流阻尼
器。ＭＯＯＮ［８］从研究系统的混沌运动角度出发，利用实验以及数值仿真证明了高温超导磁通钉扎悬浮系
统在某些外部激励下就会产生混沌运动。ＺＨＵＯ　ｅｔ　ａｌ［９］通过研究改进的悬浮力数学模型，发现系统通过
倍周期分岔和阵发性２条路径可出现混沌运动。尽管上述研究可以分析高温超导磁通钉扎悬浮系统的
部分非线性振动行为，但针对系统参数和运行参数对混沌的综合影响研究相对较少。

现基于Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法为高温超导钉扎悬浮列车改进型悬浮架系统通往混沌运动的研究提供了一种新的思
路：利用等效处理方法得到改进型悬浮架系统的悬浮力数据，建立系统的运动微分方程，使用Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法推
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导得出系统的混沌阈值，分析系统参数与运行参数对混沌阈值的影响，给出系统避免发生混沌运动的可行域。

１　改进型悬浮架系统的提出

高温超导磁通钉扎悬浮列车通常采用上方高温超导体和下方永磁轨道的布置方式，这种传统的上下
单层布置方式在列车运行时存在着一定的脱轨风险。为了提升列车运行的安全性和增大悬浮特性，将传
统的高温超导体与永磁轨道单层面面相对式的悬浮架系统改为双层抱轨式。包含改进型悬浮架系统的
高温超导磁通钉扎磁悬浮列车主要组成部分如图１所示，高温超导块组合与永磁轨道之间存在着上下２
个悬浮间隙，其值各自可变但和为定值，在后续的研究中，悬浮间隙是指上悬浮间隙。

直线电机动子

左侧低温容器

悬浮架骨架
直线电机定子 轨道梁

右侧永磁轨道
改进型悬浮架系统

二系悬挂

下悬浮间隙

上悬浮间隙
车体

(b)局部图(a)整体图

图１　包含改进型悬浮架系统的高温超导磁通钉扎磁悬浮列车主要组成示意图

２　悬浮力理论分析及讨论

２．１　实验装置和测试原理
利用实验装置测试高温超导块组合与永磁轨道之间的悬浮力数据。实验装置实物如图２所示，其测

试原理如图３所示。

图２　悬浮力实验装置
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图３　悬浮力实验装置测试原理示意图

　　实验测试的基本步骤：利用电机旋转丝杆螺母机构产生的直线运动带动低温容器上下运动（见虚线
双向箭头），使高温超导块组合接近永磁轨道，保持两者之间的距离不变（设定场冷高度）；将液氮倒入低
温容器中，使高温超导块组合在永磁轨道的磁场下冷却进入超导态（即场冷）；高温超导块组合在直线电
机的带动下上下移动，位移传感器测量上下移动的悬浮间隙，压力传感器测量得到悬浮力。

２．２　等效处理方法提出和验证
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图４　悬浮力和悬浮间隙的关系

针对高温超导块组合处于超导态时（浸泡在液氮
中）的混合特性，基于冻结镜像模型［１０］提出了等效处
理高温超导体的方法：基于冻结镜像将高温超导块组
合等效处理成磁化的磁体，模拟捕获磁场的特性；基于
移动镜像将其等效处理成具有较小的相对导磁率模拟
抗磁性，进行矢量求和得到高温超导块组合与永磁轨
道之间宏观的悬浮力，该悬浮力类似于非线性特征的
弹簧。基于等效处理方法得到在场冷高度为０．０２２　ｍ
时，不同悬浮间隙下的悬浮力理论数据，将其与实验数
据进行比对，如图４所示。
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由图４可观察到无论是实验测量还是理论计算的悬浮力，均随着悬浮间隙的增大先快速上升至最大值后缓
慢下降，最终趋向于０，且在场冷高度处悬浮力为０，表明该位置为不受重力影响下的平衡点ｚｅｑ，且理论结果与实
验数据吻合较好，验证了等效处理方法的正确性。

３　改进型悬浮架系统的动力学建模

文献［１１］研究表明高温超导块组合和永磁轨道之间存在着阻尼。当悬浮架本体振动时，高温超导块
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图５　改进型悬浮架系统的垂向力学模型

下方导电材料（如铜）产生涡流阻尼力，阻尼力大小和
系数可通过铜的结构和尺寸改变。为分析轨道不平顺
对系统振动响应的影响，考虑悬浮力、重力和阻尼力建
立改进型悬浮架系统的垂向力学模型如图５所示。

基于达朗贝尔原理，得到改进型悬浮架系统的垂
向振动动力学方程

ｍ̈ｚ１＝－ｃ（�ｚ１－�ｚ０）－Ｆ（ｚ１－ｚ０，ｔ）＋ｍｇ （１）
引入ｚ＝ｚ１－ｚ０，并令Ｆｓｕｍ＝Ｆ（ｚ，ｔ）－ｍｇ。得到变形后的改进型悬浮架系统垂向动力学微分方程

ｍ̈ｚ＋ｃ�ｚ＋Ｆｓｕｍ＝－ｍ̈ｚ０ （２）
场冷高度设定为０．０２２　ｍ。利用坐标变换原理将平衡点ｚｅｑ移至原点，平移距离ｕ可表示为ｕ＝ｚ－ｚｅｑ。

采用三次多项式函数拟合Ｆｓｕｍ与ｕ的关系，表达式形式如下
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　图６　改进型悬浮架系统的悬浮力与悬浮间隙关系

Ｆｓｕｍ＝ｋ３ｕ３＋ｋ２ｕ２＋ｋ１ｕ （３）
拟合结果与离散数据对比图如图６所示。
由图６可以观察到，三次项函数的经验公式与离散

数据吻合良好。相比于ｋ１（１.３２５×１０５）和ｋ３（２．５４２×
１０８），ｋ２（－０.１４１）的值很小，可忽略不计。基于以上变换，
得到改进型悬浮架系统的垂向动力学方程为

ｍ̈ｕ＋ｃ�ｕ＋ｋ３ｕ３＋ｋ１ｕ＝－ｍ̈ｚ０ （４）
轨道不平顺通常包括较多频谱，而在实际效果中往

往１、２个激励占据主要作用，故假定轨道不平顺的激励
为ｚ０＝Ｆ１ｃｏｓ（ω１ｔ）＋Ｆ２ｃｏｓ（ω２ｔ），将ｚ０ 的表达式代入式
（４），得到双频简谐激励下系统的运动微分方程

ｍ̈ｕ＋ｃ�ｕ＋ｋ３ｕ３＋ｋ１ｕ＝Ａ１ｃｏｓω１ｔ＋Ａ２ｃｏｓω２ｔ（５）
式中，ｍ为系统的质量；ｃ为阻尼；ｋ１ 为线性刚度；ｋ３ 为非线性刚度；ω１ 为第１个外部激励频率；ω２ 为第２
个外部激励频率；Ａ１＝ｍ　Ｆ１ω２１，Ｆ１ 为第１个外部激励幅值；Ａ２＝ｍ　Ｆ２ω２２，Ｆ２ 为第２个外部激励幅值。

４　改进型悬浮架系统的混沌特性分析

４．１　混沌阈值的求解和验证
为了后续推导，引入如下变换

ｂ１＝
ｋ１
ｍ

－ｂ２＝
ｋ３
ｍ

Ｂ＝εｂ＝ｃｍ

Ａ１０＝εａ１＝
Ａ１
ｍ

Ａ２０＝εａ２＝
Ａ２

■

■

■ ｍ

（６）
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并将式（５）改写成向量函数的形式

→��ｘ
·

＝→��ｆ（
→��ｘ）ε→��ｇ（

→��ｘ，ｔ）＝
ｘ２

－ｂ１ｘ１＋ｂ２ｘ［ ］３
１
＋ε

０
－ｂｘ２＋ａ１ｃｏｓω１ｔ＋ａ２ｃｏｓω２［ ］ｔ （７）

根据文献［１２］介绍的 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ理论，求解式（７）后将式（６）代入整理，得到发生混沌运动的必要条
件为

Ｆ＞
２ｃｋ１
３ｍ２ ｋ１

／ｋ■ ３／［πω３１ｃｓｃｈ（πω１／ ２ｋ１／■ ｍ）＋πω３２ｃｓｃｈ（πω２／ ２ｋ１／■ ｍ）］ （８）

为了验证混沌阈值曲面的正确性，选取表１中的参数，得到的混沌阈值曲面如图７所示。
表１　系统参数与运行参数基本取值

参数 ｍ／ｋｇ　 ｃ／（（Ｎ·ｓ）ｍ－１） ｋ１／（１０５（Ｎ·ｍ－１）） ｋ３／（１０８（Ｎ·ｍ－３））

取值 ５０　 ３２　 １．３２５　 ２．５４２
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 (a)混沌阈值曲面下方点的位置
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(b)混沌阈值曲面上方点的位置

图７　混沌阈值曲面验证

　　在图７中的混沌曲面上下方各选取一点Ａ、Ｂ，代入式（８）进行计算，选择稳态响应的后１０％进行分
析。计算每个激励点处响应的时间历程图、相图、Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面和频谱图，如图８、图９所示。
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图８　点Ａ处系统的响应
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(c)Poincare 截面 (d)频谱图
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图９　点Ｂ处系统的响应

点Ａ（１０，１００，０.０００　０５）位于曲面下方，理论上系统响应为周期或拟周期运动；点Ｂ（５７，５５.２，０.００２）
位于曲面上方，其响应状态应为混沌运动或其他。由图８可以观察到Ａ点为拟周期运动，图９点Ｂ时程
图曲线走势随机但上下有界，相图规律但有一定范围，Ｐｏｉｎｃａｒｅ截面为有限个离散点的组合，频谱图有多
个连续频率成分，故此时是混沌运动。由此验证了得到混沌阈值的正确性，故可利用式（８）进行下一步
研究。

４．２　系统参数和运行参数对混沌阈值的影响
当轨道激励为简谐激励时，根据周期性，利用轨道不平顺的波长λ以及运行速度ｖ表示外部激励频率

ω。即ω＝２πｖ／λ，得到改进型悬浮架系统发生混沌运动的必要条件表达式

Ｆ＞
ｃｋ１

１２ｖ３π４　ｍ２
ｋ１
ｋ■３
／１
λ３１
ｃｓｃｈ２π

２ｖ
λ１

ｍ
２ｋ■（ ）

１
＋１
λ３２
ｃｓｃｈ２π

２ｖ
λ２

ｍ
２ｋ■（ ）

１

（９）

取表１中数据，令ｖ＝６００　ｋｍ／ｈ，观察值见表２，以λ１、λ２ 为变量，Ｆ为混沌阈值，由式（９）得到不同系
统参数对混沌阈值的影响规律如图１０所示。图１０中箭头方向表示随参数增大混沌阈值曲面的移动
方向。

表２　系统参数变化取值

ｍ／ｋｇ　 ｃ／（（Ｎ·ｓ）ｍ－１） ｋ１／（１０５（Ｎ·ｍ－１）） ｋ３／（１０８（Ｎ·ｍ－３））

４０　 ２２　 １．３２５　 １．５４２

５０　 ３２　 ２．３２５　 ２．５４２

６０　 ４２　 ３．３２５　 ３．５４２
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图１０　系统参数对混沌阈值的影响
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图１１　激励幅值与运行速度的混沌阈值曲线

　　 由图１０可以观察到，随着质量和非线性刚度的增
大，曲面向下移，表明系统发生混沌运动的概率增加；而
随着阻尼和线性刚度的增加，系统发生混沌运动的概率
减小。因此，设计时应尽量减小系统质量和非线性刚度，
增大阻尼和线性刚度。

为了研究动态运行时系统的混沌阈值，计算得到最
高设计运行速度为６００　ｋｍ／ｈ时对应的激励波长：λ１＝
２０．３４　ｍ，为了避免主共振，根据上海磁悬浮轨道数据，假
定λ１＝４０　ｍ和λ２＝４５　ｍ，则根据式（９）得到轨道不平顺
激励幅值和运行速度的混沌阈值曲线，如图１１所示。

由图１１观察到运行速度越高对应的安全激励幅值
就越低，要求轨道越平顺，基于图１０（ｂ）及表１可知，系统

F/
m
m
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拟合结果

图１２　混沌阈值随阻尼变化情况曲线

阻尼的选取略小，因此，其余数据不变，分别提取阻尼依次
增大时的混沌阈值，如图１２所示。

从图１２可以得到，混沌阈值随着阻尼的变化呈线性
关系，拟合关系式为

Ｆ＝１.０８７　５×１０－５ｃ （１０）
因此，为了降低建造永磁轨道的难度，当要求激励幅

值不小于１　ｍｍ时，根据式（１０），改进型悬浮架系统的阻
尼应该不小于９２．０Ｎ·ｓ／ｍ。

研究的是双频激励下高温超导磁通钉扎悬浮列车改
进型悬浮架系统的振动行为，而双频激励下除了主共振也
会产生联合共振的情况，如主－超谐联合共振和主－亚谐联
合共振。根据主共振时对应的激励波长，λ２ 取值在
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图１３　关于λ２ 混沌阈值曲线

６．７８～６０．９６　ｍ范围内。通过式（９）分析波长λ２ 对混沌
阈值Ｆ的影响，如图１３所示。

由图１３可以观察到在Ａｐ 点（λ２＝１３．５８　ｍ）处的混沌
阈值较低，此时波长约为主共振波长的０．６７倍。因此在
设计永磁轨道时，若其中一个外部激励频率与系统固有频
率接近，另一个外部激励频率取值应该避免取固有频率的

０．６７倍附近，以降低列车出现混沌运动的可能。

５　结论

研究了双频率激励下高温超导磁通钉扎悬浮列车改
进型悬浮架系统的混沌运动，分析了系统参数和运行参数
对混沌阈值的影响，主要结论如下：

（１）混沌阈值随着质量和非线性刚度的增大而减小，随着阻尼和线性刚度的增大而增大，故为了避免
系统发生混沌运动，应减小系统的质量和非线性刚度，增大系统的阻尼和线性刚度。

（２）在最高运行速度６００　ｋｍ／ｈ时，激励幅值混沌阈值随着阻尼的增大近似线性增大，为了降低建造
永磁轨道的难度，激励幅值不小于１　ｍｍ，改进型悬浮架系统的阻尼应该不小于９２．０Ｎ·ｓ／ｍ。

（３）当一个激励频率接近固有频率时，另一个激励频率应避免取固有频率的０．６７倍。
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