
第36卷 第2期 石家庄铁道大学学报(自然科学版) Vol.36 No.2

2023年6月 JournalofShijiazhuangTiedaoUniversity(NaturalScienceEdition) Jun.2023
􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇􀪇

高温超导钉扎磁悬浮系统分岔和混沌特性研究
张明亮1,2,3, 杨新梦1, 刘丽茹1, 张连朋1

(1.石家庄铁道大学 机械工程学院,河北 石家庄 050043;

2.西南交通大学 牵引动力国家重点实验室,四川 成都 610031;

3.兰州交通大学 光电技术与智能控制教育部重点实验室,甘肃 兰州 730070)

  摘要:高温超导钉扎磁悬浮系统的应用十分广泛,但由于其悬浮力的非线性特性,导致在实

际应用中经常引起设备的异常振动。为了探究高温超导钉扎磁悬浮系统的非线性振动特性和

寻找避免发生异常振动的措施,首先,通过实验装置测量不同悬浮间隙下的悬浮力数据,将其拟

合成指数模型,然后,基于该模型建立简谐激励下高温超导钉扎磁悬浮系统的动力学模型,最

后,研究系统的分岔和混沌特性。研究表明,系统存在丰富的非线性动力学行为;系统的混沌阈

值随着激励频率的增大先减小后增大,即系统在低频阶段和高频阶段不易发生混沌运动,而在

中频阶段易发生混沌运动;质量、阻尼和场冷高度对混沌阈值均存在一定影响。研究结果为高

温超导钉扎磁悬浮系统的参数设计及其抑振方法提供参考。
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0 引言

1987年,人们首次发现液氮中的高温超导体(YBa2Cu3O7-x)和永磁体之间具有悬浮力和导向力的现

象,经过研究得知,由于高温超导体处在混合态时具有的磁通钉扎效应[1],使其可以稳定地悬浮在永磁体

上,并且功耗很低[2],因此具有较为广泛的应用,如飞轮储能[3-4]、磁悬浮轴承[5-6]以及磁悬浮列车[7-8]等。
然而经过大量的试验与理论研究,发现高温超导钉扎磁悬浮系统的悬浮力是非线性的[1,9-10],且由于非线

性特性引起的异常振动现象更是屡见不鲜,给设备的正常工作以及人员的安全带来了隐患。因此,近年

来众多学者开展了高温超导钉扎磁悬浮系统的非线性振动研究,取得了较为丰富的成果。LIetal[11]测试

高温超导体与Halbach阵列的永磁轨道之间的悬浮力,提出了悬浮力的指数模型,并且通过实验验证了

该模型的正确性;随后,该团队基于悬浮力指数模型研究了高温超导钉扎磁悬浮系统受谐波激励时的振

动特性,确定了系统发生次共振的激励范围[2];LIetal[12-13]分别研究了高温超导钉扎磁悬浮系统垂向和

横向运动的稳定性,给出了稳定性的条件,并分析了磁滞效应对运动的影响;WEINBERGERetal[10]研究

了不同激励下磁悬浮系统的振动特性,发现当外界激励频率约为系统固有频率的2倍时,系统会发生共

振;ZHUOetal[14]利用改进的悬浮力模型研究发现系统从倍周期分岔和阵发性通往混沌的2条路径。尽

管上述研究能够分析高温超导钉扎磁悬浮系统的部分非线性行为,但对于该系统的分岔和混沌特性研究

较少。因此,测试了悬浮力,得到悬浮力指数模型的系数取值;基于该模型,建立高温超导钉扎磁悬浮系

统受谐波激励时的运动微分方程,分析激励参数对分岔的影响,给出改善分岔现象的措施;使用最大Lya-
punov指数方法计算混沌阈值,并分析系统参数对混沌阈值曲线的影响规律。研究结果对高温超导钉扎

磁悬浮系统的参数设计和避免异常行为提供依据。
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图1 悬浮力实验装置

1 谐波激励下高温超导钉扎磁悬浮系统的动力学模型

1.1 悬浮力实验装置及实验步骤

高温超导钉扎磁悬浮系统的悬浮力测试装置型号为SCML-01[15],如图1所

示,测试原理如图2所示。实验采用Halbach阵列永磁轨道,材料为钕铁硼,轨道长

度为800mm,实物如图3所示,具体尺寸参数和磁化方向如图4所示,其中充磁方

向为箭头方向,黑色两边采用纯铁,起着聚磁作用。为了形成较大的超导平面,高
温超导体利用多个高温超导块组合起来,简称高温超导块组合,具体采用10块YB-
CO高温超导块,单块尺寸为Φ30mm×14mm,按5×2的方式排列,如图5所示。
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图5 高温超导块组合方式(单位:mm)

  悬浮力测试试验步骤为:①将高温超导块组合接近永磁轨道,此时高温超导块组合与永磁轨道之间

的距离称为场冷高度;②利用液氮使高温超导块组合在永磁轨道的磁场中冷却至77K进入超导态;③在

电机带动下上下移动高温超导块组合,位移传感器测量上下移动的悬浮间隙,压力传感器测量高温超导

块组合与永磁轨道间的悬浮力,完成悬浮力数据的采集过程。

1.2 动力学模型的建立

LIetal[11]对文献[14]提出的悬浮力模型进行了简化,并且经过试验验证了简化后模型的正确性。
简化后的悬浮力模型为

F(x,t)=Kxeβx (1)
式中,x 为超导块的位移;K、β为2个悬浮力参数。将悬浮力实验数据以式(1)的方式进行拟合,得到不

同场冷高度下的拟合系数,见表1。
表1 不同场冷高度的拟合结果

场冷高度z/mm K/(N·m-1) β/m-1 场冷高度z/mm K/(N·m-1) β/m-1

18 15000 75 25 7000 76

20 11000 80 30 4500 76

22 9000 76 35 4400 77
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图6 谐波激励下高温超导磁悬浮

动力系统示意图(单位:mm)

  在外界激励的类型中,谐波激励是典型的激

励,故重点研究谐波激励下高温超导钉扎磁悬浮系

统的响应特性,其运动学模型如图6所示。以高温

超导体的场冷高度作为原点,向下为正建立坐标

系。高温超导体悬浮在 Halbach阵列永磁轨道之

上,其底部是由于轨道不平顺、永磁体磁力不均匀、
永磁体损坏等因素而产生的激励,其表达式为

y=acos(2πft) (2)
式中,a 为激励幅值;f 为激励频率。

建立系统的运动微分方程

m̈x+c(̇x-̇y)+F(x-y,t)=mg (3)
引入变换z=x-y,并将式(2)代入式(3)中,整理可得

m̈z+ċz+F(z,t)=ma(2πf)2cos(2πft)+mg (4)
将式(4)写成状态方程的形式

ż1=z2

ż2=[ma(2πf)2cos(2πft)-cz2-F(z1,t)+mg]/m{ (5)

该状态方程能表征高温超导块在Halbach阵列永磁轨道上受谐波激励时的运动特性。利用龙格-库
塔方法对式(5)进行求解,则高温超导块的运动状态为

x=z+y=z1+acos(2πft)

ẋ=̇z+̇y=z2-2πfasin(2πft){ (6)

2 系统分岔特性分析

2.1 单参数分岔研究

根据文献[11]及拟合结果,选取仿真参数m=2.25kg,c=32N·s/m,K=7000N/m,β=76m-1。
文献[2]报道了高温超导钉扎磁悬浮系统在频率为7Hz、幅值分别为2、7.2、8.44mm的这3种激励下系

统响应形式完全不同。但是该激励参数的选择具有离散化特点,并不能完整地反映系统响应的连续变化

过程,为了分析激励幅值连续变化对系统响应状态的影响,在激励频率7Hz的情况下,使用 Matlab计算

得到系统响应随激励幅值a 的分岔图及最大Lyapunov指数图,如图7所示。
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图7 激励频率为7Hz时系统的分岔图

由图7(a)、图7(b)可知,在激励幅值为0~100mm的范围内,系统响应变化为混沌区域与周期窗口

交替出现,并且周期窗口周期数逐渐递增。由图7(c)可知,在较小激励范围内,系统响应随着激励幅值增

大包括:周期1、跳跃现象、周期2响应、倍周期分岔、周期4以及混沌运动等状态,这些类型的响应对于高

温超导钉扎磁悬浮系统的正常工作是不利的。上述研究仅针对激励频率为7Hz,下面研究不同激励频率

下系统响应随激励幅值在0~20mm范围内的分岔情况,其中一些典型响应如图8所示。
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图8 不同激励频率下系统响应随激励幅值变化的分岔图

  由图8可知,随着激励频率的增大,在8~10.5Hz范围内响应变化较丰富:8Hz时分岔图出现多

个包含块状混沌区域的周期泡结构;10.5Hz时退化成2个周期泡,其内部分别含有2个或3个小的混

沌区域;11Hz处2个周期泡内的混沌区域消失,变成周期运动。值得注意的是,在较高的激励频率下

如图8(h)的21Hz,此时较小的激励幅值虽不会使系统进入混沌状态,但是会产生倍周期分岔。以上

结果说明应尽量控制高温超导钉扎磁悬浮系统受到的激励是低频激励,否则系统容易进入异常状态。
为了分析高温超导钉扎磁悬浮系统在小激励幅值下运动情况,分析不同激励幅值下系统响应随激励

频率的分岔行为,如图9所示。
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图9 不同激励幅值下系统响应随激励频率变化的分岔图

整体来看,激励幅值为4.25mm时系统进行周期或拟周期运动,在8.2Hz(系统固有频率附近)响应

幅值有跳跃现象,16.4Hz(2倍固有频率附近)发生了分岔;激励幅值为4.75mm时,分岔图生成了2个小

的周期泡,随后周期泡生长,5mm时周期泡内已长出“花瓶”状的混沌区域,当激励幅值达到6mm,2个
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小的混沌区域融合在一起,形成一个竖立的“拱形”混沌区域,继续增大激励幅值,分岔图无明显变化。

2.2 双参数分岔研究

设置激励幅值范围(020]mm,激励频率范围(020]Hz。计算得到双参数的分岔图,如图10所示,图

10中黑色表示混沌状态,白色表示周期运动。沿着图10中黑色虚线(a=f=β)从左下方到右上方,作x-

β平面内的分岔图,如图11所示。

激
励

幅
值

a/
m
m

��4 6 8 10 12 14 16 18 20
激励频率 f/Hz

20
18
16
14
12
10
8
6
4
2
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  结合图10与图11,沿虚线左下到右上,系统响应状态变化为:先由周期1经倍周期分岔进入周期2,
随后再次经倍周期分岔进入周期4,再后进入混沌状态,出现周期3窗口后退化成周期4,然后逆倍周期分

岔进入周期2,最后再进入混沌状态,随后混沌与周期现象交替出现,混沌窗口的周期分别是周期3、周期

4、周期5、周期6、周期7、周期8等,每经历一次周期窗口,周期数就加1,这种独特的现象在部分动力系统

中同样存在,如HR神经元模型动力系统[16]。
由此可见高温超导钉扎磁悬浮系统在2个参数平面内存在丰富的分岔模式,通过观察双参数平面上

系统的分岔演化行为,能够更容易地判断不同激励参数组合下高温超导块组合的运动状态。
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 图12 高温超导钉扎磁悬浮系统的混沌阈值曲线

3 系统混沌阈值研究

为了获得随2个激励参数变化,系统进入混沌运动

状态的最低门槛值,通过计算最大Lyapunov指数来寻

找系统首次发生混沌运动的位置,便可以得到较为精确

的混沌阈值。混沌阈值寻找的计算方法为:寻找不同激

励频率下系统响应随着激励幅值增大至第一次出现混沌

的位置,并记录该位置。由此得到高温超导钉扎磁悬浮

系统不同激励频率下的混沌阈值,如图12所示。
由图12可以观察到混沌阈值随着激励频率的增大,

总体上表现为先减小后增大,由此表明在低频段和高频

段发生混沌的门槛值较高,而在中频段发生混沌的门槛

值较低。如果外界激励的幅值与频率落在该曲线上或者曲线上方的区域,系统就有可能发生混沌运动,
落在曲线下方,系统则不会发生混沌运动。

为了探寻系统参数对混沌阈值的影响规律,选取m=2.00kg,c=12N·s/m,K=12000N/m,保持

其中2个参数不变,分析另一个参数的影响,得到不同参数下混沌阈值的变化规律,如图13所示。
在图13中,箭头方向表示混沌阈值曲线随参数增大而移动的方向,由图13可知,等间隔的增大质量,

混沌曲线整体向左下方移动,且下降速度逐渐缓慢,说明系统混沌阈值对小质量的变化较敏感,发生混沌

运动的可能性增大;等间隔的增大阻尼,混沌曲线向上移动,且上移速度逐渐加快,说明系统混沌阈值对

大阻尼的变化较敏感,系统发生混沌的可能性减小;此外,不同的K 值(不同的场冷高度导致K 值变化,
场冷高度越大K 值小)对混沌阈值也有影响,由图13(c)可知,增大K 值即降低场冷高度,低频段混沌阈

值略有升高,高频段混沌阈值均匀降低,总体上混沌阈值向下移动,这表明较大的场冷高度相较于较小的
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场冷高度,系统的性能更优。
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(a) 质量对混沌曲线的影响 (b) 阻尼对混沌曲线的影响 (c) K 值对混沌曲线的影响

图13 系统参数对混沌阈值曲线的影响

4 结论

(1)高温超导钉扎磁悬浮系统存在十分丰富的非线性动力学行为。总体上,系统受低频激励(小于7
Hz)时不容易发生异常振动,在中频段(7~21Hz)系统容易进入混沌状态,而在高频段(大于21Hz)则易

发生分岔。
(2)随着激励幅值由小到大的变化,在系统固有频率8.2Hz附近,响应幅值存在“跳跃”现象;而在2

倍固有频率16.4Hz附近先产生了2个周期泡,之后2个周期泡内部各自产生1个“花瓶”状混沌区域,最
后2个混沌区域逐渐扩大,融合成了1个竖立的“拱形”混沌区域。

(3)不同参数对混沌阈值的影响规律不同:减小质量,可降低低频段系统发生混沌的可能性;增大阻

尼,可降低系统发生混沌的可能性;使其工作在较高的场冷高度工况,可降低高频段系统发生混沌运动的

可能性。
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StudyonBifurcationandChaosCharacteristicsofHigh
TemperatureSuperconductingMagneticLevitationSystem

ZhangMingliang1,2,3, YangXinmeng1, LiuLiru1, ZhangLianpeng1

(1.SchoolofMechanicalEngineering,ShijiazhuangTiedaoUniversity,Shijiazhuang050043,China;

2.StateKeyLaboratoryofTractionPower,SouthwestJiaotongUniversity,Chengdu610031,China;

3.KeyLaboratoryofOpto-technologyandIntelligentControlofMinistryofEducation,

LanzhouJiaotongUniversity,Lanzhou730070,China)

Abstract:Hightemperaturesuperconducting(HTS)fluxpinnedmagneticlevitation(FPmaglev)

systemiswidelyused,however,duetothenonlinearfeatureofthelevitationforce,anomalous
vibrationoftheequipmentiscommonlycreatedintherealapplications.Inordertoexaminethenonlin-
earvibrationcharacteristicsofHTSFPmaglevsystemandidentifystrategiestoavoidanomalousvibra-
tion,firstly,thelevitationforcedataunderdifferentgapsweremeasuredbyexperimentalequipment
andfittedintoanexponentialmodel,thenthedynamicmodelofHTSFP maglevsystem under
harmonicexcitationwasestablishedbasedonthemodel,finally,thebifurcationandchaoticproperties
ofthesystemwereinvestigated.Theresearchshowsthat:thesystemexhibitsrichnonlineardynamic
characteristics;thechaoticthresholdofthesystemdecreasesfirstandthenincreaseswiththegrowing
oftheexcitationfrequency,thatis,thesystemisnotpronetobeintochaoticmotioninlowfrequency
andhighfrequency,butpronetochaoticmotionintheintermediatefrequency;thesystemmass,damp-
ingandfieldcoolingheighthaveacertainimpactonthechaosthreshold.Thefindingsofthisstudy
mightserveasaguidancefordesigningparametersandsuppressingvibrationsinHTSmaglevsystems.

Keywords:HTSFPmaglevsystem;nonlinearvibration;bifurcation;chaos;largestLyapunovexponent


