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　　摘要：研究了谐波激励下分数阶平方阻尼 Ｍａｔｈｉｅｕ振子的主共振。首先采用多尺度法得到

了主共振的近似解析解，利用数值方法验证了近似解的准确性。然后建立了系统定常解的幅频

曲线方程，基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ第一方法得到了稳态响应的稳定性条件，分析了强迫主共振和参激共

振下系统特有的幅 频 特 性。最 后 通 过 数 值 仿 真 研 究 了 分 数 阶 微 分 项 对 系 统 幅 频 特 性 的 影 响。
结果表明，利用分数阶微分项系数和阶次能对系统响应幅值和振动频率等形成一种双重调节，
可有效改善系统幅频特性。
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分数阶微积分被提出以来，众多学者对其开展了详细的探讨，尤其在分数阶微积分定义和计算方法

方面取得了显著成果［１－２］。在这个过程中，分数阶微积分也由数学理论研究逐步走向工程应用［３－４］。在动

力学领域，利用分数阶微积分描述黏弹性材料的本构关系，提高此类非线性系统振动特性研究的准确性

是当下的研究热点之一。如Ｃａｏ　ｅｔ　ａｌ［５］通过建立分数阶阻尼模型，研究了分数阶阻尼对系统的影响，展现

了分数阶系统特有的动 力 学 特 性。申 永 军 等［６－７］研 究 了 分 数 阶 微 分 项 在 线 性 和 非 线 性 系 统 中 的 作 用 机

理，首次提出了等效线性阻尼和等效线性刚度概念。Ｘｕ　ｅｔ　ａｌ［８］结合摄动法和多尺度法，提出了一种处理

随机谐波激励作用下强非线性分数阶系统的新方法。

Ｍａｔｈｉｅｕ方程作为 Ｈｉｌｌ方程的一种特殊形式，因其复杂的动力学特性，在参激振动研究中得到了广

泛应用。例如，温少芳［９］以高速列车弓网系统为对象，建立了含分数阶导数的 Ｍａｔｈｉｅｕ模型，证明了利用

分数阶微分项参数表示弹簧参数的可行性。陈予恕等［１０］研究了ｖａｎ　ｄｅｒ　Ｐｏｌ－Ｄｕｆｆｉｎｇ－Ｍａｔｈｉｅｕ振子主参

数共振的二次近似分岔行为，证明了采用摄动法描述此类系统周期响应和分岔行为的可靠性。此外，在

船舶工程领域，非线性阻尼 Ｍａｔｈｉｅｕ振子是用来研究船舶横摇运动的重要模型之一。丁勇等［１１］在线性加

平方阻尼的基础上，建立了船舶横摇参激振动模型，研究了非线性阻尼对系统主参数共振稳态解的影响。
唐友刚等［１２］通过分析立方 阻 尼 Ｍａｔｈｉｅｕ方 程，分 析 了 系 统 的 主 参 数 共 振，为 研 究 船 舶 倾 覆 机 理 奠 定 了

基础。
综上所述，众多学者已对典型的 Ｍａｔｈｉｅｕ系统作了深入分析，关于分数阶系统振动特性的研究也趋

于成熟。在参激系统中引入分数阶微分项，研究其在此类系统中的作用规律，不仅可以完善此类系统模

型，同时还可以丰富黏弹性器件的应用场景。因此，建立了含分数阶微分项的平方阻尼 Ｍａｔｈｉｅｕ模型，利

用多尺度法研究系统的主共振响应，通过数值仿真分析分数阶微分项对该系统幅频特性的作用效果，所

得结果为黏弹性材料在此类系统隔振、减振研究方面的应用提供了理论验证。

１　一次近似解

研究如下含平方阻尼的分数阶 Ｍａｔｈｉｅｕ振子模型
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ｕ̈（ｔ）＋［ω２０＋２εｃｏｓ（２ωｔ）］ｕ（ｔ）＋εｇ［ｕ（ｔ），�ｕ（ｔ）］＋ＫＤＰ［ｕ（ｔ）］＝Ｆｃｏｓ（ωｔ） （１）

式中，ω０、ω、Ｆ 分别为系统固有频率、强迫激励频率、幅值；ｇ［ｕ（ｔ），�ｕ（ｔ）］为阻尼项，包含线性阻尼和平方

阻尼；ＫＤｐ［ｕ（ｔ）］为分数阶微分项，其中Ｋ（Ｋ＞０）和ｐ（０≤ｐ≤１）分别是分数阶微分项的系数和阶次。
这里采用Ｃａｐｕｔｏ型分数阶微积分定义

Ｄｐ［ｕ（ｔ）］＝
１

Γ（１－ｐ）∫
ｔ

０

ｕ′（ｓ）
（ｔ－ｓ）ｐ

ｄｓ （２）

式中，Γ（ｚ）为Ｇａｍｍａ函数，具有Γ（ｚ＋１）＝ｚΓ（ｚ）的特性。
研究强迫激励频率ω≈ω０ 时的主共振情况，且要求激励幅值Ｆ 为小量，为方便计算引入ω＝ω０＋εσ，

Ｆ＝εｆ，Ｋ＝εｋ，σ＝Ｏ（１），ｆ＝Ｏ（１），ｋ＝Ｏ（１）。
式（１）变换为

ｕ̈＋ω２０＝ε｛－［２ｃｏｓ（２ω０ｔ＋２εσｔ）］ｕ－ｇ［ｕ（ｔ），�ｕ（ｔ）］－ＫＤＰ［ｕ（ｔ）］＋ｆｃｏｓ（ω０ｔ＋εσｔ）} （３）
式中，ε为小参数，满足０＜ε≪１。

采用多尺度法研究系统一次近似解，引入２个时间尺度Ｔ０＝ｔ、Ｔ１＝εｔ，并假设式（３）的解有以下形式

ｕ（ｔ；ε）＝ｕ０（Ｔ０，Ｔ１）＋εｕ１（Ｔ０，Ｔ１） （４）
将式（４）代入式（３），比较ε的同次幂，得到一组偏微分方程

Ｄ２
０ｕ０＋ω２０ｕ０＝０ （５）

Ｄ２
０ｕ１＋ω２０ｕ１＝－２Ｄ０Ｄ１ｕ０＋ｆｃｏｓ（ω０Ｔ０＋σＴ１）－２ｃｏｓ（２ω０Ｔ０＋２σＴ１）－ｋＤｐ

Ｔ０ｕ０＋ｇ（ｕ０，Ｄ０ｕ０）（６）
式（５）的解为

ｕ０（Ｔ０，Ｔ１）＝ａ（Ｔ１）ｃｏｓ［ω０Ｔ０＋β（Ｔ１）］ （７）
式中，ａ（Ｔ１）、β（Ｔ１）为慢变振幅、相位。为方便计算，可将式（７）写成复数形式

ｕ０（Ｔ０，Ｔ１）＝Ａ（Ｔ１）ｅｉω０Ｔ０＋ｃｃ （８）

式中，Ａ（Ｔ１）＝
ａ（Ｔ１）
２ ｅｉβ（Ｔ１）；ｃｃ为 前 述 所 有 项 的 共 轭。这 里 利 用 公 式［１］对 分 数 阶 微 分 项ｋＤｐ

Ｔ０ｕ０ 进 行

处理

Ｄｐ
Ｔ０Ａ（Ｔ１）ｅｉω０Ｔ０≈Ａ（Ｔ１）ωｐ０ｅｉ ω０Ｔ０＋

ｐπ
２（ ）＋ｃｃ （９）

将式（８）和式（９）代入式（５），可得到消除永年项条件

－２ｉω０Ｄ１Ａ－ｋωｐ０Ａｅｉ
ｐπ
２ －Ａｅ２ｉσＴ１＋

ｆ
２
ｅｉσＴ１＋

ω０
２π∫

２π
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０
ｇ（Ａｅｉω０Ｔ０＋ｃｃ，ｉω０Ａｅｉω０Ｔ０＋ｃｃ）ｅ－ｉω０Ｔ０ｄＴ０＝０

（１０）

将Ａ（Ｔ１）＝
ａ（Ｔ１）
２ ｅｉβ（Ｔ１）代入式（１０），分离实虚部，得到

Ｄ１ａ＝
ａ
２ω０
ｓｉｎ（２β－２σＴ１）－

ｆ
２ω０
ｓｉｎ（β－σＴ１）－

ａ
２
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ｐπ
２（ ）－ １

２πω０∫
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０
ｇ（ａｃｏｓθ－ａω０ｓｉｎθ）ｃｏｓθｄθ

（１１）

ａＤ１β＝
ａ
２ω０
ｃｏｓ（２β－２σＴ１）－

ｆ
２ω０
ｃｏｓ（β－σＴ１）＋

ａ
２
ｋωｐ－１０ ｃｏｓ

ｐπ
２（ ）－ １

２πω０∫
２π

０
ｇ（ａｃｏｓθ－ａω０ｓｉｎθ）ｃｏｓθｄθ

（１２）
其中

θ＝ωＴ０＋β （１３）
再引入

φ＝β－σＴ１ （１４）

同时代入阻尼项ｇ［ｕ（ｔ），�ｕ（ｔ）］＝μ１�ｕ＋μ２�ｕ｜�ｕ｜并对其积分，可将式（１１）式 （１２）化为自治形式

Ｄ１ａ＝
ａ
２ω０
ｓｉｎ（２φ）－

ｆ
２ω０
ｓｉｎ（φ）－

μ１ａ
２ －

４μ２ａ
２ω０

３π
－
ａ
２Ｃ
（ｐ） （１５）

ａＤ１β＝－σａ＋
ａ
２ω０
ｃｏｓ（２φ）－

ｆ
２ω０
ｃｏｓ（φ）＋

ａ
２Ｋ

（ｐ） （１６）

式中，Ｋ（ｐ）＝ｋωｐ－１０ ｃｏｓ
ｐπ
２（ ）；Ｃ（ｐ）＝ｋωｐ－１０ ｓｉｎ

ｐπ
２（ ），系统的一次近似解为
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ｕ（ｔ）＝ａｃｏｓ（ω０Ｔ０＋β）＝ａｃｏｓ（ω０Ｔ０＋σＴ１＋φ）＝ａｃｏｓ（ωｔ＋φ） （１７）
式中，ａ和φ由式（１５）、式（１６）确定。

由式（１７）可见，系统主共振近似解的振动频率等于强迫激励频率且是参数激励频率的１／２，此外，相

比传统的 Ｍａｔｈｉｅｕ系统，分数阶微分项分量Ｋ（ｐ）和Ｃ（ｐ）分别作用于周期解的幅值和相位，使其存在定

量上的差别，导致了响应幅值的降低和相位的滞后。
为验证近似解的准确性，利用式（１）进行数值仿真，得出的数值解与式（１７）计算出的近似解析解作对

比。利用文献［２］中介绍的数值方法研究系统（１），该方法的近似公式为

Ｄｐ［ｕ（ｔｎ）］≈ｈ－ｐ∑
ｎ

ｊ＝１
Ｃｐｊｕ（ｔｎ－ｊ） （１８）

式中，ｔｎ 为时间采样点，ｔｎ＝ｎｈ；ｈ为时间步长；Ｃｐｊ 为分数阶二项式系数，有以下迭代关系

Ｃｐ０＝１，Ｃｐｊ＝ １－
１＋ｐ
ｊ（ ）Ｃｐｊ－１ （１９）

此外，当ｔ＝０时，分数阶微分项的初值为

Ｄｐ
ｔ［ｕ（ｔ）］｜ｔ＝０＝ａ０ωｐｃｏｓωｔ＋φ０＋

ｐπ
２（ ） （２０）

固定一组参数ε＝０.１，μ１＝０.３，μ２＝０.３，ω０＝１，Ｋ＝０，Ｆ＝０.０１，ｐ＝０.１。计算系统稳态响应的幅频

特性如图１所示，图１中激励频率ω 的范围设置为［０.９，１.１］，对于每个给定的ω，数值仿真步长设定为

０.００１，仿真时间ｔ＝３００ｓ，并取后１／１０的幅值作数值解的稳态幅值。再取ω＝０.９８、解析解初值（ａ０，φ０）＝
（２.５，０），对应数值解初值由式（１７）和式（２０）计算得出（ｕ０，�ｕ０，Ｄｐｕ０）＝（２.５，０，２.４６４），按前述参数进行计

算，得到解析解和数值解的位移时间历程对比图２。从图１和图２中可以看出解析解和数值解有很高的

拟合度。

　　　图１　幅频曲线对比　　　　　　　　　　　　　　　　　　图２　位移时间历程图对比　　　　　　

２　定常解及其稳定性

令式（１５）、式（１６）中Ｄ１ａ＝０，Ｄ１φ＝０，得到关于稳态振幅ａ和相位φ的代数方程组

ａ
２ω０
ｓｉｎ（２φ）－

ｆ
２ω０
ｓｉｎ（φ）－

ａ
２Ｃ
（ｐ）－μ

１ａ
２ －

４μ２ａ
２ω０

３π
＝０ （２１）

－σａ＋
ａ
２ω０
ｃｏｓ（２φ）－

ｆ
２ω０
ｃｏｓ（φ）＋

ａ
２Ｋ

（ｐ）＝０ （２２）

可由式（２１）、式（２２）推导出非零定常解的幅频和相频方程

２ω０ｆ２σ－
Ｋ（ｐ）
２ ＋ω０Ｈ（ ）＋ｆ２＝８ａ２ω４０Ｈ２ （２３）

φ＝ａｒｃｃｏｓ
２　ａω２０
ｆ
Ｈ （２４）

式中，Ｈ＝
１
４ω２０

＋
ｆ２

４ａ２ω２０
－ Ｃ

（ｐ）
２ ＋μ

１

２＋
４ａμ２ω０
２π（ ）２－σ－Ｋ（ｐ）２（ ）２。

此外，以上求得的非零定常解能否实现还取决于其是否具有渐近稳定性。这里利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ第一

方法来计算稳态运动的稳定性条件，以此来考察解的稳定性。用慢变振幅ａ和相位φ定义二维状态向量
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Ｖ＝［ａ，φ］
Ｔ，构造向量函数

Ｆ（Ｖ）＝

ａ
２ω０
ｓｉｎ（２φ）－

ｆ
２ω０
ｓｉｎ（φ）－

ａ
２Ｃ
（ｐ）－μ

１ａ
２ －

４μ２ａ
２ω０

３π

－σ＋
１
２ω０
ｃｏｓ（２φ）－

ｆ
２ａω０

ｃｏｓ（φ）＋
１
２Ｋ

（ｐ）

■

■

■

■

（２５）

在稳态响应（ａ，φ）处的Ｊａｃｏｂｉ矩阵和特征方程分别为

Ｊ＝

ｓｉｎ２φ
２ω０

－
Ｃ（ｐ）
２ －μ

１

２－
８μ２ａω０
３π

ａｃｏｓ２φ
２ω０

－
ｆｃｏｓφ
２ω０

ｆｃｏｓφ
２ａ２ω０

ｆｓｉｎφ
２　ａω０

－
ｓｉｎ２φ
ω０

■

■

■

■

（２６）

λ２－Ｐλ＋Ｑ＝０ （２７）
式中，Ｐ＝ｔｒＪ；Ｑ＝ｄｅｔ［Ｊ］。

由Ｌｙａｐｕｎｏｖ第一方法可知，系统在稳态响应（ａ，φ）处渐近稳定的条件是Ｐ＜０且Ｑ＞０。因此，系统

稳态运动的稳定性条件为

１２８ａ４μ２ω
４
０＋４８πａ３μ１μ２ω

３
０Ｃ（ｐ）＋４８πａ３μ２ω

３
０Ｃ（ｐ）＋１８π２　ａｆω０［Ｋ（ｐ）－２σ］ｃｏｓφ－

６πａｆω０［３πＣ（ｐ）＋３πμ１＋４ａμ２ω０］ｓｉｎφ－９π
２　ｆ２＞０ （２８）

－［Ｃ（ｐ）＋μ１］－４ａμ２ω０＜０ （２９）

图３　定常解幅频曲线

至此，非零定常解的频率响应方程和稳定性条件已被求出。通过改

变式（２３）、式（２４）中的调谐因子σ，计算出系统稳态幅值和相位（ａ，φ），
利用稳定性条件式（２８）、式（２９）对其进行稳定状态判断，可得到定常解

的幅频特性。取一组参数ε＝０.１，μ１＝０.３，μ２＝０.３，ω０＝１，Ｋ＝０，Ｆ＝
０.０１，经上述步骤得出系统定常解幅频曲线如图３所示。由图３可见，由
于此时系统会同时发生强迫主共振和参激共振，导致系统至多会存在３
个周期解支，其中２支为稳定的解，１支为不稳定的解。

３　分数阶微分项对系统的影响

３．１　分数阶微分项阶次的影响

首先考察分数阶微分项阶次对系统动力学特性的影响。取一组基本参数ε＝０.１，μ１＝０.３，μ２＝０.３，

ω０＝１，Ｋ＝０，Ｆ＝０.０１对系统进行仿真计算。分别选取不同阶次ｐ，利用式（１８）计算系统的幅频响应如

图４所示。从图４可以看出，随着分数阶阶次ｐ从０.１增加至０.９，系统的稳态响应幅值在逐渐变小，且幅

频曲线整体逐渐向低频方向偏移。此外，阶次ｐ 还改变了幅频曲线的拓扑结构，系统的多值现象逐渐消

失。图５给出Ｆ＝０.１时阶次ｐ对稳态响应共振峰值的影响，可见此时分数阶微分项对共振幅值有着明

显的抑制作用。

　　　图４　分数阶微分阶次ｐ对系统的影响（Ｋ＝０．０５）　　 　　　图５　阶次ｐ对系统共振峰值的影响（Ｆ＝０．１）

３．２　分数阶微分项系数的影响

分别考察ｐ→０和ｐ→１情况下系数Ｋ 对系统幅频特性的影响，图６～图８中圆圈为稳定解，星号为
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不稳定解。首先考虑ｐ→１的情况，固定系统参数，依次取系数Ｋ 为０.０１、０.０２、０.０３和０.０５，系统幅频曲

线随Ｋ 的变化情况如图６所示。为方便比较，图７中给出了系统幅频曲线随线性阻尼系数μ１ 的变化情

况。通过对比图６和图７发现，当分数阶阶次ｐ→１时，随着Ｋ 的逐渐增大，稳态响应的幅值在逐渐缩小，
并且Ｋ 达到一定值时，导致系统幅频曲线形态发生变化，由参数激励和强迫激励共同作用引起的多解现

象消失，改变了定常解的稳定性。同样地，随着线性阻尼系数μ１ 逐渐增大，系统的幅频响应曲线发生了

类似变 化。以 上 情 况 说 明，阶 次ｐ→１时 分 数 阶 微 分 项 系 数Ｋ 对 系 统 的 作 用 几 乎 等 同 于 线 性 阻 尼 系

数μ１。

图６　分数阶系数Ｋ 对幅频曲线的影响（ｐ→１）

图７　线性阻尼系数μ１ 对幅频曲线的影响（ｐ＝０．６，Ｋ＝０．０１）

下面考虑ｐ→０的情况。其他参数不变，取ｐ＝０.１，通过改变系数Ｋ 来观察分数阶微分项对系统幅

频特性的影响如图８所示。可以看出，随着分数阶系数Ｋ 的逐渐增大，幅频曲线逐渐向高频方向偏移，改
变了 系 统 的 共 振 频 率，但 系 统 的 响 应 幅 值 并 未 受 到 明 显 影 响，说 明 此 时 分 数 阶 微 分 项 呈 现 较 强 的 刚 度

特性。

图８　分数阶系数对幅频响应的影响（ｐ→０）

４　结论

应用多尺度法研究了强迫激励下分数阶平方阻尼 Ｍａｔｈｉｅｕ振子的主共振，建立了定常解的幅频响应

方程。利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ理论分析了系统的幅频特性，由于参数激励和强迫激励的共同作用，在共振区域内

稳态响应系统至多存在３个解支。此外，通过数值仿真分析了分数阶微分项对系统幅频曲线的影响，发

现改变分数阶微分项的阶次或系数可使其对系统幅频特性产生不同程度的影响：ｐ→１时，分数阶微分项

呈现出较强的阻尼特性，其对系统的作用几乎等同于线性阻尼，改变系数Ｋ 主要影响系统响应幅值；ｐ→
０时，分数阶微分项呈现出较强的刚度特性，改变系数Ｋ 主要影响系统的共振频率。以上结果揭示了分

数阶微分项（黏弹性器件）在此类系统中的作用规律，验证了其对系统响应特性的作用效果。
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