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基于辛普森数值微分法的成型砂轮廓形设计
黄帅可，　王战中，　孔德逊，　董文杰

（石家庄铁道大学 机械工程学院，河北 石家庄　０５００４３）

　　摘要：随着螺杆转子加工精度要求的提高，对磨削转子用成型砂轮廓形设计精度的要求也
越来越高。针对此问题，基于转子端面型线数据，运用辛普森数值微分法，并结合累加弦长参数
三次曲线法和牛顿迭代法求解砂轮廓形；进而将求解的砂轮廓形与用局部３次Ｂ样条拟合法求
解的砂轮廓形进行对比，结果显示用辛普森数值微分法求解的砂轮廓形更准确；随后，采用平均
绝对误差和平均绝对百分比误差分别对用辛普森数值微分法和局部３次Ｂ样条拟合法求解的
砂轮廓形数值进行误差分析，结果显示用辛普森数值微分法求解砂轮廓形的误差明显小于后者
的误差，再次说明用辛普森数值微分法求解砂轮廓形的可行性。
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双螺杆压缩机具有节能、高效、可靠性强、噪音低等明显优势，更能适应今后压缩机市场的发展需要，
其市场需求将远远大于传统压缩机的增长速度，甚至在许多领域开始逐步替代传统压缩机［１－３］。双螺杆
压缩机中的阴、阳转子是其关键核心部件，其加工质量的好坏直接影响着压缩机的性能。
在实际生产加工中，大多数厂家采用离散点数据的形式来表示由多段齿曲线组成的螺杆转子端面型

线，但在进行砂轮廓形求解过程中，必须得先求出转子端面型线数据点处的一阶导数，求解过程繁琐。赵
春秀等［４］对传统坐标计算法进一步推导得到了一种由端面数据点直接求解铣刀廓形的方法，减少了传统
求解的计算量；Ｓｈｅｎ　ｅｔ　ａｌ［５］为避免传统齿轮啮合理论中复杂的解析包络过程，提出了一种基于像素解法
的成形砂轮廓形计算方法，利用数字图形扫描方法生成螺杆转子与成形刀具之间的磨削轮廓线；Ｈｅ
ｅｔ　ａｌ［６］提出利用点向量包络线计算成型砂轮廓形的方法，通过点矢量在包络过程中的空间映射关系完成
成型砂轮设计，避开了复杂的数值计算。这些通过复杂推导及数字方法的求解方式虽然也可以得到满足
需求的砂轮廓形，但却使得求解复杂化，不便于设计及研究人员理解运用。
以加工双螺杆压缩机螺杆转子的成型砂轮为对象，在传统局部样条法确定边界条件求解一阶导数的

前提下，提出利用辛普森数值微分法给定边界条件求解一阶导数并得到成型砂轮的廓形。该方法求解得
到的成型砂轮廓形误差较小，无离群值，且在廓形的左右端较为光滑，为设计人员提供了参考。
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图１　螺杆转子及坐标系

１　转子螺旋面数学模型的建立

图１所示为４齿的某型号阳转子三维图及坐标系，每个槽
为一空间曲面，此处空间曲面是由端面齿曲线τ沿着ｚ轴方向
作匀速运动，同时绕着ｚ轴方向作旋转运动而形成的。如图１
所示，以螺杆转子的左端面中心为坐标原点建立螺杆转子的直
角坐标系Ｏ－ｘｙｚ，３个坐标轴的单位矢量分别用ｉ→■■ ，ｊ→■■ ，ｋ→■■ 来表示。
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引入参数ｔ，端面齿曲线τ的参数方程可以表示为

ｘｔ＝ｘｔ（ｔ）

ｙｔ＝ｙｔ（ｔ）｛ （１）

根据螺旋面的形成原理，当螺杆转子端面齿曲线τ绕ｚ轴转过一个角度θ，且以导程Ｔ沿着ｚ轴移动

ｐθ时，螺旋面方程［７］可以表达为

ｘ＝ｘｔ（ｔ）ｃｏｓθ－ｙｔ（ｔ）ｓｉｎθ
ｙ＝ｘｔ（ｔ）ｓｉｎθ－ｙｔ（ｔ）ｃｏｓθ
ｚ＝ｐθ
■
■

■

（２）

式中，θ为角度参数，表示端面齿曲线沿着ｚ轴转过的角度，顺着ｚ轴看，顺时针方向为正；ｐ为螺旋参数，
表示端面齿曲线绕ｚ轴转过单位角度时，沿着ｚ轴方向移动的距离，其中ｐ＝Ｔ／２π。
式（２）为右旋螺旋面方程的表达式，左旋螺旋面方程的表达式只需在ｐθ前加上负号即可，本文以右

旋螺旋面为例。由微分几何［８］知识可求出曲面方程上任意一点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）处的法向量■ｎ的分量为

ｎｘ＝ｐ∂ｙ∂ｔ

ｎｙ＝－ｐ∂
ｘ
∂ｔ

ｎｚ＝ｘ∂ｘ∂ｔ＋ｙ
∂ｙ
∂ｔ＝

１
２
∂（ｘ２＋ｙ２）
∂ｔ

■

■

■

（３）

由式（３）可以推出

ｎｘｙ－ｎｙｘ＝ｐｎｚ （４）
式（４）为螺旋面的特性方程，是螺旋面的一个重要的性质，表示螺旋面上任意一点的坐标（ｘ，ｙ，ｚ）与

该点处法线坐标轴分量（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ）及螺旋参数ｐ之间的关系。
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图２　砂轮与转子坐标转换示意图

２　基于离散点的成型砂轮廓形设计

在实际加工中砂轮与转子的空间位置如图２所示，以
转子的左端面中心为坐标原点建立转子坐标系Ｏ－ｘｙｚ，使ｚ
轴与其回转轴线重合（向右为正），ｘ轴沿着转子与砂轮中
心距方向，其正向指向砂轮轴线；在砂轮上建立坐标系Ｏｃ－
ｘｃｙｃｚｃ，ｚｃ轴与砂轮的回转轴线重合，ｘｃ 轴与ｘ轴重合且方
向一致，ｙｃ与ｙ轴由右手定则确定。以上２个坐标系是固
定的，不随转子和砂轮运动。
转子与砂轮作相互包络运动，转子端面型线绕着转子

的回转轴作螺旋运动，在某个位置时，使得转子与砂轮之间
产生一条稳定的接触线Ｃ，该接触线为空间曲线。
在转子磨削加工过程中，接触线Ｃ相对于转子坐标系Ｏ－ｘｙｚ是沿着ｚ轴正方向作螺旋运动，形成转子螺

旋槽；相对于砂轮坐标系Ｏｃ－ｘｃｙｃｚｃ，则是接触线Ｃ绕着砂轮回转轴作回转运动，形成砂轮的三维廓形面。
如图２所示，若螺杆转子与砂轮回转轴之间的距离（中心距）为Ａ，ｚ轴与ｚｃ轴之间的夹角（安装角）为

ω，则从转子坐标系Ｏ－ｘｙｚ到砂轮坐标系Ｏｃ－ｘｃｙｃｚｃ的转换式为

ｘｃ＝ｘ－Ａ

ｙｃ＝ｙｃｏｓω＋ｚｓｉｎω
ｚｃ＝－ｙｓｉｎω＋ｚｃｏｓω
■
■

■

（５）

由图２可知，接触线上的任意接触点Ｍ（ｘ，ｙ，ｚ）相对于２坐标原点的矢径与矢量ＯＯｃ→■■ 构成矢量三角形

△ＯＯｃＭ，其中各个矢量表示为
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ｒ１→■■ ＝ＯＭ→■■ ＋ｘ　ｉ→■■ ＋ｙ　ｊ→■■ ＋ｚ　ｋ→■■

ＯＯｃ→■■ ＝Ａ　ｉ→■■

ｒｃ→■■ ＝ＯｃＭ→■■ ＝（ｘ－Ａ）ｉ→■■ ＋ｙ　ｊ→■■ ＋ｚ　ｋ→■■
■

■

■

（６）

在砂轮与转子作包络运动时，砂轮回转面与转子螺旋面任意一个接触点Ｍ 处的公法线矢量ｎ→■■ 与相对
运动的速度矢量ｖ→■■ １２相互垂直，即两者的点积为零，由此可以得到成型砂轮与转子的接触条件。
在转子实际磨削过程中，由转子磨床的结构决定了转子半成品绕着磨床主轴（与转子ｚ轴重合）作回转运

动，砂轮绕自身ｚｃ轴做回转运动的同时，沿磨床主轴横向移动，二者合成螺旋运动。为了便于建立接触方程，此
处设定转子作螺旋运动，即转子绕磨床主轴回转的同时，也作横向移动（沿磨床主轴的移动），砂轮只作绕自身轴
线的回转运动。令螺杆转子螺旋面的回转角速度为ω→■■ １，移动速度为ｐω→■■ １，成型砂轮的回转角速度为ω→■■ ｃ，则

ｖ→■■ １２＝ω→■■ １×ｒ→■■ １＋ｐω→■■ －ω→■■ ｃ×ｒ→■■ ｃ （７）
通过解除条件，整理式（６）与式（７）并通过式（４）得

ｎｘｚ＋ｎｙＡｃｏｔω＋ｎｚ（Ａ－ｘ＋ｐｃｏｔω）＝０ （８）
令ｋｘ＝∂ｘｔ／∂ｔ，ｋｙ＝∂ｙｔ／∂ｔ，并将式（３）代入式（８）中，即可得到转子与砂轮的接触方程表达式

（ｘｔｋｘ＋ｙｔｋｙ）（ｘｔｃｏｓθ－ｙｔｓｉｎθ－ｐｃｏｔω－Ａ）＋ＰＡｃｏｔω（ｋｘｃｏｓθ－ｋｙｓｉｎθ）－ｐ２θ（ｋｘｓｉｎθ＋ｋｙｃｏｓθ）＝０
（９）

螺杆转子端面型线数据（xt,yt）

砂轮与螺杆转子接触方程

砂轮廓形

螺旋面方程

砂轮与螺杆转子坐标转换

砂轮与螺杆转子接触条件一阶偏导数 kx和 ky

累加弦长三次参数样条法

首末端点一阶导数

图３　砂轮廓形求解流程图

式（９）中Ａ、ω和ｐ都是常数，而其他值是关
于θ的函数，所以此超越方程是关于θ的方程。
通过牛顿迭代法求解该超越方程得到θ的值，将
求解得到的θ代入式（２）中得到对应θ的齿面坐
标点（ｘ，ｙ，ｚ），将齿面坐标点（ｘ，ｙ，ｚ）代入转子
与砂轮转换公式（５）中可以得到砂轮回转面上的
坐标点（ｘｃ，ｙｃ，ｚｃ），并通过式（１０）表示砂轮的端
面廓形，具体求解流程如图３所示。

Ｒ＝ ｘ２ｃ＋ｙ２■ ｃ

ｚｈ＝ｚｃ
■
■

■
（１０）

式中，Ｒ为砂轮切削圆半径；ｚｈ 为砂轮厚度。

３　接触方程中的一阶导数计算

由接触方程表达式（９）可以看出，求解θ角的关键就在于公式中的２个偏导数ｋｘ 和ｋｙ，常用来求解一
阶导数的方法为累加弦长参数三次曲线法［９－１０］。该方法通过构造累加弦长来替代真实的曲线弧长，将对
端面型线数据（ｘｔ，ｙｔ）导数的直接求解变为让ｘｔ与ｙｔ分别对弦长参数ｓｉ求偏导，然后将得到的偏导数ｋｘ
和ｋｙ 代入接触方程表达式（９）中即可得到θ的解，进而得到砂轮的廓形。
在进行偏导数ｋｘ 和ｋｙ 求解前，应已知转子首末端点处的一阶导数。传统求解首末端点一阶导数为

局部３次Ｂ样条曲线法，即对首末端点处先局部拟合，再对拟合曲线进行求导。该方法得到的导数精度
较低，在进行后续砂轮廓形求解时，影响砂轮廓形数值的准确性。辛普森数值微分法在进行数值微分求
解时具有较高的准确性，所以采用辛普森数值微分法进行首末端点一阶导数的求解，其公式［１１］为

２　０
１　４　 １
１　 ４ ⋱
⋱ ⋱ １

０　 ２

■

■

■

■

ｆ′（ｘ１）

ｆ′（ｘ２）

ｆ′（ｘ３）


ｆ′（ｘｎ）

■

■

■

■

＝

３（ｙ２－ｙ０）／ｈ
３（ｙ３－ｙ１）／ｈ
３（ｙ４－ｙ２）／ｈ



３（ｙｎ－ｙｎ－２）／ｈ

■

■

■

■

（１１）

式中，ｙ０、ｙｎ 为转子端面型线首末端点的纵坐标；ｈ为步长，ｈ＝ｘ（２）－ｘ（１）。
由式（１１）求得首末端点一阶导数Ｄｆｉｒｓｔ和Ｄｅｎｄ。则累加弦长参数三次曲线法的边界条件为
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ｋｘ１＝ｃｏｓ［ａｒｃｔａｎ（Ｄｆｉｒｓｔ）］

ｋｘｎ＝ｃｏｓ［ａｒｃｔａｎ（Ｄｅｎｄ）］

ｋｙ１＝ｓｉｎ［ａｒｃｔａｎ（Ｄｆｉｒｓｔ）］

ｋｙｎ＝ｓｉｎ［ａｒｃｔａｎ（Ｄｅｎｄ）］

■

■

■

（１２）

令μ＝ｈｊ－１／ｈｊ＋ｈｊ－１，λｊ＝１－ｕｊ，ｇｊ＝６［（ｘｊ＋１－ｘｊ）／ｈｊ－（ｘｊ－ｘｊ－１）／ｈｊ－１］／（ｈｊ－１＋ｈｊ），根据文献［９］
可确定累加弦长参数三次曲线法的求解方程为

２　 １

μ１ ２ λ１
⋱ ⋱ ⋱

μｎ－１ ２ λｎ－１
１　 ２

■

■

■

■

ｋ１
ｋ２
ｋ３


ｋｎ

■

■

■

■

＝

ｇ１
ｇ２


ｇｎ－１
ｇｎ

■

■

■

■

（１３）

式中，μｊ、λｊ、ｇｊ方程系数涉及的ｈｊ＝ｓｊ＋１－ｓｊ，ｓｉ＝∑
ｉ

ｔ＝２

（ｘｔ－ｘｔ－１）２＋（ｙｔ－ｙｔ－１）■ ２ 。

利用式（１２）和式（１３）可分别求得偏导数ｋｘ 和ｋｙ，将偏导数ｋｘ 和ｋｙ 代入式（９）中并通过牛顿迭代法
确定θ的取值，再由式（２）、式（５）和式（１０）得到砂轮端面廓形坐标。

４　实例验证与分析

以某型号双螺杆压缩机阳转子为例，其中转子与砂轮几何参数如表１所示。
表１　阳转子与砂轮几何参数

导程／ｍｍ 砂轮直径／ｍｍ 安装角／（°） 中心距／ｍｍ 齿数／个

２６４　 ２００　 ５０．０４５　１　 １３２．９６７　５　 ４

　　分别利用局部３次Ｂ样条拟合法和辛普森数值微分法进行偏导数ｋｘ、ｋｙ 和砂轮廓形的求解，并将两
者计算得到的结果进行对比。表２为局部３次Ｂ样条拟合法、辛普森数值微分法和企业提供的用于实际
磨削的砂轮廓形数值。

表２　２种方法及实际磨削转子的砂轮廓形值（部分） ｍｍ

序号 局部３次Ｂ样条拟合法（ｚｈ，Ｒ） 辛普森数值微分法（ｚｈ，Ｒ） 实际磨削转子（ｚｈ，Ｒ）
１ （－１９．７５６，８０．１７６　５） （－２４．２５３，７６．６８２　１） （－２４．２５６，７６．６８４　２）
２ （－２４．８９５，７６．９７８　９） （－２４．１５３，７６．６６９　４） （－２４．１４８，７６．６６９　５）
３ （－２３．８０６，７６．７２３　２） （－２４．０１８，７６．６５２　４） （－２４．０２２，７６．６５３　６）
４ （－２３．９５０，７６．７３１　４） （－２３．８９５，７６．６３８　１） （－２３．７６９，７６．６２５　７）
   

　　图４为２种方法求得偏导数ｋｘ 和ｋｙ 的对比图，从图４可以看出局部３次Ｂ样条拟合法在首尾两端
求解的偏导数有较大跳动，而辛普森数值微分法求解的结果在首尾两处没有较大的跳动。

(a)偏导数 kx对比
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(b)偏导数 ky对比

图４　２种方法求解的ｋｘ 和ｋｙ 对比图

图５为用２种方法求解出的ｚｈ 和Ｒ 与企业提供的实际磨削转子的砂轮廓形数值对比的误差图。从
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图５可以看到用辛普森数值微分法求解的ｚｈ 和Ｒ 误差小且更光顺，而用局部３次Ｂ样条拟合法求解的

ｚｈ 和Ｒ，在砂轮廓形线两端有较大误差，需要再次处理，否则影响砂轮制造精度。

(a)zh方向误差
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(b)R 方向误差

图５　２种方法在ｚｈ 与Ｒ方向的误差对比图
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图６　２种方法与实际磨削转子的砂轮廓形对比图

图６为局部３次Ｂ样条拟合法、辛普森数值微分
法及实际磨削转子的砂轮廓形。由图６可以看到辛普
森数值微分法求解的砂轮廓形与实际磨削转子的砂轮

廓形近乎完全重合，而局部３次Ｂ样条拟合法求解的
砂轮廓形在很多位置与实际磨削转子的砂轮廓形并未

重合。
为了更加准确地评估局部３次Ｂ样条拟合和辛普

森数值微分法求解出砂轮廓形数值的精确度，采用可
以避免误差抵消的平均绝对误差与平均绝对百分比误

差来评估２种方法求解的砂轮廓形数值与实际磨削转
子的砂轮廓形数值的误差。
平均绝对误差（ＭＡＥ）是所有单个计算值与实际数值

偏差的平均绝对值，平均绝对百分比误差（ＭＡＰＥ）则是平均绝对误差的百分比表示形式，两者的计算公式为

ＭＡＥ＝
∑
ｎ

ｉ＝１
｜Ｘｏｂｓ－Ｘｂ｜

ｎ

ＭＡＰＥ＝１００％ｎ ∑
ｎ

ｉ＝１

Ｘｏｂｓ－Ｘｂ
Ｘｏｂｓ

■

■

■

（１４）

式中，Ｘｏｂｓ为计算得到的砂轮廓形数值；Ｘｂ 为实际磨削转子的砂轮廓形数值，即标准值；ｎ为数据量总数。
通过式（１４）分别计算局部３次Ｂ样条拟合法与辛普森数值微分法ｚｈ 与Ｒ 方向的２种误差，结果如

表３所示。
表３　２种方法的误差结果

方法
ｚｈ 方向

平均绝对误差／ｍｍ
Ｒ方向

平均绝对误差／ｍｍ
ｚｈ 方向

平均绝对百分比误差／％
Ｒ方向

平均绝对百分比误差／％
局部３次Ｂ样条拟合法 ２．４×１０－２　 １．７×１０－２　 ０．１２　 ０．０２
辛普森数值微分法 ２．１×１０－３　 ５．４×１０－４　 ０．００９　８　 ０．０００　５６

　　显然辛普森数值微分法ｚｈ 与Ｒ方向的平均绝对误差和平均绝对百分比误差远远小于局部３次Ｂ样条
拟合法，也就是说辛普森数值微分法的误差更小，其计算结果更为准确。

５　结语

以某型号双螺杆压缩机螺杆转子及转子磨削用砂轮为研究对象，基于包络法来确定螺杆转子与成型砂
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轮的接触条件式，分别采用局部３次Ｂ样条拟合法和辛普森数值微分法２种方法确定求解一阶导数的边界
条件，借助累加弦长参数三次曲线法对接触条件式中关键的一阶导数进行求解，最终得到成型砂轮的廓形。
使用局部３次Ｂ样条拟合和辛普森数值微分法确定的２种砂轮廓形分别与企业提供的用于实际磨削转

子的砂轮廓形数值进行对比。结果显示，辛普森数值微分法求解的成型砂轮廓形在光顺性和准确性上均优
于局部３次Ｂ样条拟合法，这为成型砂轮的设计人员提供了重要的参考价值。
为了更加准确地评估局部３次Ｂ样条拟合和辛普森数值微分法求解出砂轮廓形数值的精确度，引入了

平均绝对误差与平均绝对百分比误差，对２种方法得到的砂轮廓形数值与企业提供的用于实际磨削转子的
砂轮廓形数值的误差大小进行比较。结果显示辛普森数值微分法ｚｈ 与Ｒ方向的平均绝对误差和平均绝对
百分比误差远远小于局部３次Ｂ样条拟合法。
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