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一类常微分方程的解及其应用
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　　摘要：基于某些教材中给出的微分方程通解、特解的定义，阐述了通解和特解的关系，给出

了求非齐次一阶线性微分方程特解的一个方法，利用此方法得到了非线性碰撞振子的 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ
函数，解决了这个系统出现混沌的条件。
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０　引言

１７世纪，微积分出现之后，常微分方程随之出现。从它诞生之日起，求解就是微分方程的重要任务。
微分方程发展初期，主要是对具体方程用初等函数或超越函数表示其解，属于“求通解”时代。１８４１年，由

于Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ证明了Ｒｉｃｃａｔｉ方程ｄｙ
ｄｘ＝Ｐ

（ｘ）ｙ２＋Ｑ（ｘ）ｙ＋Ｒ（ｘ）不存在一般初等解和Ｃａｕｃｈｙ初值问题的提

出，常微分方程从“求通解”转到“求定解”时代。１９世纪末，由于天体力学中太阳系稳定性问题需要研究

常微分方程解的大范围性态，从而常微分方程转到“求所有解”时代。２０世纪７０年代以后，随着计算机技

术的发展，计算速度大幅度提升，常微分方程进入了“求特殊解”时代［１］。
然而在现代微分方程的研究与应用中，很少求微分方程的通解或所有解。一是因为只有少数微分方

程可以求出其通解或所有解，二是有些问题不需要通解或所有解。但是对初学者尤其是非数学专业的学

生来说，微分方程的解的概念还是非常重要的。因此，在一些通用教材中仍把微分方程的通解、所有解、
特解等作为基本概念来一一介绍。

１　微分方程的通解、所有解、特解等基本概念及其关系

文献［１］中有这样的定义：对于ｎ阶常微分方程

Ｆ（ｘ，ｙ，ｙ′，Ｌ，ｙ（ｎ－１），ｙ（ｎ））＝０ （１）
如果将函数ｙ＝φ（ｘ）代入方程（１）后，能使它变为恒等式，则称ｙ＝φ（ｘ）为方程（１）的解。
含有ｎ个独立的任意常数ｃ１，ｃ２，ＬＬｃｎ 的解ｙ＝φ（ｘ，ｃ１，ｃ２，ＬＬｃｎ）称为ｎ阶方程（１）的通解。

把满足初值条件的解称为微分方程的特解［１］。
文献［２］中对微分方程通解的定义是这样的：设函数ｙ＝φ（ｘ）在区间Ｉ上有ｎ 阶连续导数，如果在区

间Ｉ上Ｆ（ｘ，φ（ｘ），φ′（ｘ），Ｌ，φ
（ｎ）（ｘ））＝０，则称函数ｙ＝φ（ｘ）是微分方程的解。如果微分方程的解中含有

任意常数，且相互独立的任意常数的个数与微分方程的阶数相同，那么确定了通解中的任意常数以后，就

得到微分方程的特解［２］。
文献［１］、文献［２］中对通解的定义是 一 致 的，而 且 在 本 质 上 特 解 都 是 利 用 通 解，通 过 初 始 条 件 确 定

的。然而对于一个微分方程来讲，大多数情况下它的解并不唯一，那么使某个微分方程成为恒等式的全

部函数，称为这个方程的所有解。一个微分方程的解、通解、特解及所有解具有如下关系。
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定理１　通解、特解都是微分方程的解，但微分方程的通解未必是它所有解。
情形１　对微分方程进行变形的过程中可能会丢掉解，致使通解不是所有解。

例１　解方程ｄｙ
ｄｘ－

６
ｘｙ＝－ｘｙ

２。

这是α＝２的伯努利方程，经计算得它的通解为：ｙ＝ ８ｘ
６

ｘ８＋Ｃ
，其中，Ｃ为任意常数。此外，ｙ＝０也是原

方程的解。
情形２　对微分方程进行变形过程中，丢掉的解会通过对通解中任意常数的选取又补回来，这时候通

解又是所有解了。
例２　求微分方程ｙ′＋Ｐ（ｘ）ｙ＝０的所有解，其中Ｐ（ｘ）是连续函数。

解：当ｙ≠０时，由分离变量法得方程的通解ｙ＝Ｃｅｘｐ －∫Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ （Ｃ＞０）。

显然ｙ＝０是原方程的解，因此原方程的所有解为ｙ＝Ｃｅｘｐ －∫Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ ，其中，Ｃ为任意常数。

注：当Ｃ＝０时，ｙ＝０。因此ｙ＝Ｃｅｘｐ －∫Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ ，Ｃ为任意常数，包含了ｙ＝０这个解。

由情形１、２可知，变量可分离的方程，齐次型和准齐次型方程，伯努利方程等在解方程的过程中要进

行变形，因此它们的通解可能不是所有解。而对于全微分方程、常系数线性齐次和非齐次方程的通解都

是所有解。
情形３　方程的解既不是通解也不是特解，又不包含在通解中。
例３　求解微分方程（ｙ′－１）（ｙｎ－１）＝０。
解：显然ｙ＝ｘ＋Ｃ和ｙ＝Ｃ１ｅ－ｘ＋Ｃ２ｅｘ 都是它的解，由定义，ｙ＝Ｃ１ｅ－ｘ＋Ｃ２ｅｘ 是微分方程的通解，而

ｙ＝ｘ＋Ｃ既不是通解也不是特解。
定理２　微分方程通解中的任意常数是指在一定范围内的“任意”。

例４　求解微分方程ｄｙ
ｄｘ＝－

ｘ
ｙ＋ １＋ ｘ（ ）ｙ槡

２

　（ｙ＞０）。

若取积分因子μ＝
１
ｘ２＋ｙ槡 ２

，得到上述方程的通解为 ｘ２＋ｙ槡 ２－ｘ＝Ｃ，其中，Ｃ就不是任意的实数，只

能取大于０的任意常数。
定理３　满足初值问题的特解不一定唯一。

例５［３］　求微分方程ｄｙ
ｄｘ＝ １－ｙ槡 ２在满足初始条件ｙ（０）＝１的特解。

解：容易求得此方程的通解为ｙ＝ｓｉｎ（ｘ＋Ｃ），当ｘ＝０时，Ｃ＝２ｋπ＋π２
，其中，ｋ＝０，±１，±２Ｌ。

因此方程的特解为ｙ＝ｓｉｎ（ｘ＋２ｋπ＋π２
），其中，ｋ＝０，±１，±２Ｌ。

２　一阶非齐次线性微分方程特解的一个求法及其应用

一般情况下，求初值问题的特解，需要求出方程的通解，根据初值条件确定任意常数，从而得到特解。
但是有些方程要具体问题具体分析。

例６　证明一阶线性微分方程ｙ′＋Ｐ（ｘ）ｙ＝Ｑ（ｘ），满足初始条件ｙ（ｘ０）＝ｙ０ 的情况下，它的特解为

ｙ＝ｅｘｐ －∫
ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ∫

ｘ

ｘ０
Ｑ（ｘ）ｅｘｐ∫

ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ　ｄｘ＋ｙ［ ］０ （２）

证明：对方程两边同时乘以ｅｘｐ∫
ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ ，得ｅｘｐ∫

ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ　ｙ′＋ｅｘｐ∫

ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ　Ｐ（ｘ）ｙ＝

Ｑ（ｘ）ｅｘｐ∫
ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ 。即 ｄ

ｄｘ ｅｘｐ∫
ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ［ ］ｙ ＝Ｑ（ｘ）ｅｘｐ∫

ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ 。
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对 此 式 两 边 从 ｘ０ 到 ｘ 做 积 分 ｅｘｐ∫
ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ　ｙ ｜ｘｘ０ ＝∫

ｘ

ｘ０
Ｑ（ｘ）ｅｘｐ∫

ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ　ｄｘ，即

ｅｘｐ∫
ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ　ｙ－ｅｘｐ∫

ｘ０

ｘ０
Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ　ｙ０ ＝∫

ｘ

ｘ０
Ｑ（ｘ）ｅｘｐ∫

ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ　ｄｘ。

整理得ｙ＝ｅｘｐ －∫
ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ∫

ｘ

ｘ０
Ｑ（ｘ）ｅｘｐ∫

ｘ

ｘ０
Ｐ（ｘ）ｄ（ ）ｘ　ｄｘ＋ｙ［ ］０ 。作为式（２）的一个应用，求解

下面的方程［４］。

例７　求 方 程ｄσ
ｍ，＋
１ （ｔ）
ｄｔ ＝ｇ　ｘ

ｈｍ０ （ｔ－ｔ０［ ］）
ｙｈｍ０ （ｔ－ｔ０） σ

ｍ，＋
１ （ｔ）＋ｆ　ｔ，ｘｈｍ０ （ｔ－ｔ０），ｙｈｍ０ （ｔ－ｔ０［ ］），其 中ｄｇ

（ｘｈｍ０ （ｔ））
ｄｔ ＝

ｙｈｍ０ （ｔ），就运用了此公式。

解：令 ｘ０ ＝ｔ０ ＋ １２Ｔｈｍ
，则 ｙ（ｘ０）＝σｍ，＋１ （ｔ０ ＋ １２Ｔｈｍ

），将 Ｐ（ｔ）＝ｇ　ｘ
ｈｍ０ （ｔ－ｔ０［ ］）

ｙｈｍ０ （ｔ－ｔ０）
，Ｑ（ｔ）＝

ｆ　ｔ，ｘｈｍ０ （ｔ－ｔ０），ｙｈｍ０ （ｔ－ｔ０［ ］）代入式（１）得σｍ，＋１ （ｔ）＝ｅｘｐ －∫
ｔ

ｔ０＋
１
２Ｔｈｍ

Ｐ（ｔ）ｄ（ ）ｔ∫
ｔ

ｔ０＋
１
２Ｔｈｍ

Ｑ（ｔ）ｅｘｐ －∫
ｔ

ｔ０＋
１
２Ｔｈ

（［
ｍ

Ｐ（ｔ）ｄ）ｔ　ｄｔ＋σｍ，＋１ ｔ０＋１２Ｔｈ（ ）］ｍ
，从而

σｍ，＋１ ｔ０＋１２Ｔｈ（ ）ｍ ＝ｅｘｐ －∫
ｔ

ｔ０＋
１
２Ｔｈｍ

Ｐ（ｔ）ｄ（ ）ｔσｍ，＋１ （ｔ）＋∫
ｔ０＋

１
２Ｔｈｍ

ｔ
Ｑ（ｔ）ｅｘｐ∫

ｔ

ｔ０＋
１
２Ｔｈｍ

Ｐ（ｔ）ｄ（ ）ｔ　ｄｔ （３）

因为∫
ｔ

ｔ０＋
１
２Ｔｈｍ

Ｐ（ｔ）ｄｔ＝－∫
ｔ

ｔ０＋
１
２Ｔｈｍ

ｇ［ｘｈｍ０ （ｔ－ｔ０）］
ｙｈｍ０ （ｔ－ｔ０）

ｄｔ＝∫
ｔ

ｔ０＋
１
２Ｔｈｍ

ｄｙｈｍ０ （ｔ－ｔ０）
ｙｈｍ０ （ｔ－ｔ０）

＝ｌｎ　ｙｈｍ０ （ｔ－ｔ０）－

ｌｎｙｈｍ０ １
２Ｔｈ（ ）ｍ ，所以ｅｘｐ∫

ｔ

ｔ０＋
１
２Ｔｈｍ

Ｐ（ｔ）ｄ（ ）ｔ ＝ ｙｈｍ０ （ｔ－ｔ０）
ｙｈｍ０ １

２Ｔｈ（ ）ｍ
。

由式（３）可知，原方程的解为σｍ，＋１ ｔ０＋１２Ｔｈ（ ）ｍ ＝ ｙｈｍ０ （ｔ－ｔ０）
ｙｈｍ０ １

２Ｔｈ（ ）ｍ σ
ｍ，＋
１ （ｔ）＋ １

ｙｈｍ０ １
２Ｔｈ（ ）ｍ∫

ｔ０＋
１
２Ｔｈｍ

ｔ
ｆ（τ，ｘｈｍ０ ，

ｙｈｍ０ ）ｄτ。
注：由这个方程的解，即式（３），得到了次谐 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ函数，从而用 Ｍｅｌｎｉｋｏｖ方法，得到了非线性碰

撞系统

ｄ２　ｘ
ｄｔ２＋ｇ

（ｘ）＝εｆ　ｔ，ｘ，
ｄｘ
ｄｔ
，（ ）ε 　｜ｘ｜＜１

ｄｘ
ｄｔ→

（１－ερ）
ｄｘ
ｄｔ 　｜ｘ｜

烅

烄

烆 ＝１
（４）

出现混沌的条件［４］。
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