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　　摘要：选取含分数阶微分项的１／４车辆动力学模型为研究对象，应用拉氏变换法推导出车
身加速度、轮胎动载荷和悬架动挠度３个性能指标的频响函数，分析了分数阶微分项参数对悬
架振动特性的影响。结果表明，分数阶项参数会影响悬架振动幅频响应特性。应用数值方法计
算出非线性悬架系统车身振动幅频响应曲线，研究发现振动幅值随分数阶微分项参数值的增加
而减小，悬架动力学性能提高。
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组成悬架的机械结构中，像空气弹簧、磁流变减振器等减振部件具有黏弹性本构关系，相比于传统的
整数阶模型，分数阶模型更能准确地描述黏弹性减振器的力学特性，反映悬架变形与受力之间的关系。
樊明辉等［１］对含分数阶微分的二自由度线性悬架模型在简谐激励下的幅频特性进行了解析和数值

分析，并讨论了分数阶微分项系数和阶次对系统幅频响应曲线的影响。陈炎冬等［２］研究了由分数阶磁流
变阻尼和非线性弹簧组成的复杂车辆悬架系统的减振控制。李占龙等［３］建立了考虑几何参数的分数阶

Ｋｅｌｖｉｎ－Ｖｏｉｇｔ黏弹性悬架模型，研究了悬架系统的减振特性。游浩等［４］利用粒子群算法研究了被动分数
阶汽车悬架参数的优化设计。盖盼盼等［５］研究了具有频率依赖性的黏弹性阻尼隔振系统的动力特性及
优化设计。王军等［６］研究了含分数阶微分单自由度分段光滑系统的振动特性。Ｙｕｖａｐｒｉｙａ　ｅｔ　ａｌ［７］采用分
数阶滑模控制在 Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ软件中研究了悬架的振动性能。现主要研究含分数阶微分的悬架系统
在简谐激励下的动力学响应特性，并分析分数阶微分项参数对悬架系统垂向振动特性的影响。

１　含分数阶微分的悬架系统动力学模型

具有分数阶微分特性的１／４车辆二自由度非线性悬架模型如图１所示。根据牛顿第二定律，可得到
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图１　含分数阶微分１／４悬架模型

悬架系统的运动微分方程
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式中，ｍ１、ｍ２ 分别为车身、轮胎的质量；ｃ１ 为悬架阻尼系数；ｈ为分数阶
微分项系数；ｐ为分数阶微分项阶次且满足０＜ｐ＜１；Ｆｋ 为悬架弹簧的
非线性弹性恢复力，表达式为Ｆｋ＝ｋ１（ｘ１－ｘ２）＋ｋ３（ｘ１－ｘ２）３，其中，ｋ１ 和

ｋ３ 为非线性弹簧力系数；ｘ０、ｘ１ 和ｘ２ 分别为路面激励输入（ｘ０＝ｃｏｓωｔ）、
车身位移和轮胎位移。在分析过程中悬架系统中各参数取值如表１
所示。
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表１　悬架模型各参数取值

悬架参数 ｍ１／ｋｇ　 ｍ２／ｋｇ　 ｋ１／（Ｎ·ｍ－１） ｋ２／（Ｎ·ｍ－１） ｋ３／（Ｎ·ｍ－１）ｃ１／（Ｎ·ｓ·ｍ－１） ｈ　 ｐ

数值 ２４０　 ３０　 １６　０００　 １６０　０００　 １０　０００　 １　０００　 １　０００　 ０．５

　　以下研究内容均采用表１中所示悬架模型参数。

２　含分数阶悬架系统垂向振动特性分析

本节对含分数阶微分的悬架系统在路面简谐激励条件下的幅频响应特性进行分析，并讨论分数阶微
分项参数对系统性能的影响。将图１中的非线性悬架模型进行简化处理为线性悬架系统，即参数ｋ３＝０。
根据汽车理论知识［８］，选取车身垂向振动加速度、轮胎动载荷和悬架动挠度为评价悬架系统振动特性的
性能指标，对线性化后的悬架运动微分方程进行拉普拉斯变换，可得出系统各性能指标的幅频响应特性。

２．１　悬架垂向振动幅频特性
考虑线性悬架系统，即参数ｋ３＝０。对式（１）进行拉普拉斯变换，得

－ｍ１ω２　ｘ１＋ｊωｃ１（ｘ１－ｘ２）＋ｋ１（ｘ１－ｘ２）＋ｊ　ｐωｐｈ（ｘ１－ｘ２）＝０
－ｍ２ω２　ｘ２＋ｊωｃ１（ｘ１－ｘ２）＋ｋ２（ｘ２－ｘ０）－ｋ１（ｘ１－ｘ２）－ｊ　ｐωｐｈ（ｘ１－ｘ２）
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车身垂向振动加速度相对路面速度的频率响应函数为
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路面的保持性由轮胎的动态接触力描述。轮胎动载荷相对路面速度的频率响应函数为
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悬架动挠度相对路面位移的频率响应函数为

ＨＮ（ω）＝
ｘ^１－^ｘ２
ｘ^０

＝ ｋ２Ｂ－ｋ２ＡＡＣ－Ｂ２
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式中，符号“^”表示拉普拉斯变换；Ａ＝－ｍ１ω２＋ｊωｃ１＋ｋ１＋ｊ　ｐωｐｈ；Ｂ＝ｊωｃ１＋ｋ１＋ｊ　ｐωｐｈ；Ｃ＝－ｍ２ω２＋
ｊωｃ１＋ｋ２＋ｋ１＋ｊ　ｐωｐｈ。

２．２　参数影响分析
将表１中的悬架系统参数作为基本参数，改变其中分数阶微分项的系数ｈ和阶次ｐ，分析其对悬架车身

加速度、轮胎动载荷和悬架动挠度的影响。分析结果如图２～图４所示（路面激励幅值Ａ＝０．０１　ｍ）。
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图２　分数阶微分项参数对车身加速度幅频特性影响

图２所示为分数阶微分项系数ｈ和阶次ｐ对车身加速度幅频特性的影响。由图２可知，分数阶微分
项系数ｈ增加，幅频曲线左侧峰值先减小后增加，两峰之间的幅值一直增加，对右侧峰值影响很小；分数
阶微分项阶次ｐ增加，幅频曲线左侧峰值减小，对右侧峰值影响也很小，当激励频率大于一定值时，车身
加速度幅值随阶次的增加而增加。
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图３　分数阶微分项参数对轮胎动载荷幅频特性影响

图３所示为分数阶微分项系数ｈ和阶次ｐ对轮胎动载荷幅频特性的影响。由图３可知，随着分数阶
微分项系数ｈ增加，左侧峰值先减小后增加，右侧峰值减小；随着分数阶微分项阶次ｐ的增加，两侧峰值
都在减小，而两峰之间数值在增加。
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图４　分数阶微分项参数对悬架动挠度幅频特性影响

图４所示为分数阶微分项系数ｈ和阶次ｐ对悬架动挠度幅频特性的影响。由图４可知，随着分数阶
微分项系数ｈ和阶次ｐ的增加，悬架动挠度幅频曲线的两侧峰值均在减小。可见，通过分数阶微分项系
数和阶次可降低悬架挠度高频和低频的振动幅值，但对中频幅值影响较小。
通过以上分析可知，分数阶微分项的系数和阶次改变会影响系统的刚度和阻尼，进而影响悬架系统的性能。

３　非线性悬架车身振动特性

汽车悬架系统的机械结构，如悬架弹簧、阻尼器和轮胎中包含各种非线性因素，当系统中存在非线性
因素时，会产生混沌、分岔等复杂的非线性动力学现象，考虑系统中的非线性因素具有实际意义，因此，应
对具有非线性结构车辆悬架的振动特性进行研究。本节以图１中二自由度１／４悬架系统为研究对象，采
用数值方法分析考虑非线性因素条件下分数阶微分项参数对车身振动幅频特性的影响。
采用幂级数展开法对悬架系统运动微分方程（１）进行数值计算。首先，将微分方程写为状态方程的形式
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式中，ｚ１ 为悬架车身与轮胎的相对位移；ｚ２ 为轮胎的运动速度；ｚ３ 为轮胎的运动位移；ｚ４ 为车身的运动速
度；ｚ５ 为分数阶微分项。
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通过幂级数展开法（ＰＳＥ）对分数阶微分项进行处理，该方法的计算公式（对分数阶微分项的离散化过
程）为

Ｄｐ［ｘ（ｔｌ）］≈ｈ－ｐ∑
ｌ

ｊ＝０
Ｃｐｊｘ（ｔｌ－ｊ） （７）

式中，ｔｌ为系统的时间采样点，ｔ１＝ｌｈ，ｈ为迭代的步长；Ｃｐｊ 为分数阶微分项的二次项系数且具有如下的迭代
关系

Ｃｐ０＝１

Ｃｐｊ＝ １＋
１＋ｐ（ ）ｊ Ｃｐｊ

烅
烄

烆 －１

（８）

对系统状态方程式（６）进行离散化处理，并通过 Ｍａｔｌａｂ软件进行数值迭代计算。在数值迭代计算过
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图５　车身位移幅频响应曲线

程中，迭代步长为０．０００　１，计算总时间为４００　ｓ，将计算结果的
前８０％（３２０　ｓ）忽略，将后２０％（８０　ｓ）中的最大值作为系统响应
的稳态幅值，激励频率变化步长为１　ｒａｄ／ｓ。为了验证式（６）中
数值迭代方法的正确性，以车身位移为例，参数ｋ３＝０，分别从
数值和解析角度画出其稳态响应的幅频特性曲线。其中，车身
位移的解析解表达式根据式（２）可得

Ｘ１（ω）＝
ｋ２Ｂ
ＡＣ－Ｂ２

（９）

解析解与数值解的对比结果如图５所示。
由图５可知，数值解与解析解吻合很好，说明数值迭代计算
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图６　非线性参数ｋ３ 变化对悬架

车身位移幅频响应曲线影响

结果精度较高。
讨论非线性项系数ｋ３ 取值分别为２４５　０００、２８５　０００、３５５　０００

（非线性参数ｋ３ 的选取参考文献［９］）时，车身振动位移的幅频响
应曲线（悬架系统中其他参数均取表１中数值）。
由图６可知，随着悬架非线性系数ｋ３ 值增加，车身位移幅频

响应曲线的峰值向上向右移动，曲线出现跳跃多解现象，不稳定
幅值所对应的频率范围增加。此外，由图６可看出非线性系数ｋ３
只对振动峰值产生影响，高频范围的振动幅值未受非线性系数ｋ３
的影响。由于数值扫频过程中只能计算出系统的稳态解，所以不
稳定的解未能画出。
以下讨论当非线性参数ｋ３＝３５５　０００条件下，分数阶微分项系数ｈ和阶次ｐ对车身位移幅频响应曲

线的影响。分析结果如图７和图８所示。
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图７　分数阶微分项系数ｈ对车身位移幅频响应曲线影响
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图８　分数阶微分项阶次ｐ对车身位移幅频响应曲线影响

　　由图７可知，随着分数阶微分项系数的增加，车身振动幅值减小，说明悬架系统的等效阻尼增加，幅
频响应曲线的弯曲程度提高，说明悬架系统的等效刚度增加。可见，分数阶微分项系数ｈ的增加，会使系
统中的等效刚度和等效阻尼增加。
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由图８可知，随着分数阶微分项阶次ｐ的增加，车身振动幅值减小，曲线的弯曲程度降低，当阶次ｐ
大于一定数值时，曲线中不再存在跳跃和多解的现象。研究表明，分数阶微分项阶次ｐ的提高会增加系
统中的等效阻尼，图８中阶次ｐ增加，振动幅值减小符合规律。

４　结论

本文研究了含分数阶微分二自由度１／４悬架系统在简谐激励条件下的垂向振动特性。
（１）针对忽略非线性因素的线性悬架模型，通过分析分数阶项参数对悬架车身加速度、轮胎动载荷和

悬架动挠度幅频特性的影响发现，分数阶微分项的系数和阶次改变会影响悬架系统幅频特性的共振峰值
和共振频率。

（２）针对考虑非线性因素的悬架系统，通过分析发现分数阶微分项参数变化会改变悬架系统的刚度
和阻尼，进而影响车身振动的幅频特性，包括振动峰值、振动的固有频率和曲线的弯曲程度。
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