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单自由度系统强迫激励下惯容对Ｋｅｌｖｉｎ模型和
Ｍａｘｗｅｌｌ模型的影响

李壮壮，　申永军

（石家庄铁道大学 机械工程学院，河北 石家庄　０５００４３）

　　摘要：在Ｋｅｌｖｉｎ模型和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型的基础上分别串联和并联惯容，研究在强迫激励作用
下对系统响应的影响。首先列出由简谐激励、支撑运动、偏心质量引起的强迫振动系统的动力
学方程，然后求出各个模型的解析解，得到各个模型的幅频曲线。通过比较振幅放大因子和幅
频曲线，发现在不改变刚度和质量的情况下，两种模型并联惯容可以降低系统固有频率，使共振
区提前，并且有很好的隔振减振作用。串联惯容在简谐激励和支撑运动引起的强迫振动中有减
振隔振效果。
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０　引言

惯容是２００２年Ｓｍｉｔｈ提出的一种具有两个独立的自由端点，且类似于弹簧和阻尼器的元件。弹簧
具有“通低频、阻高频”的特性，而惯容器具有“通高频、阻低频”的特性［１－２］。惯容器件及ＩＳＤ（Ｉ－惯容器，Ｓ－
弹簧，Ｄ－阻尼器）系统的出现，使吸振和隔振系统有了更好发展。惯容最早应用在Ｆ１赛车悬架上［３］，并取
得了很好的效果。Ｗａｎｇ　ｅｔ　ａｌ［４－５］把惯容应用在火车悬架上，提高了火车的稳定性和舒适性。Ｃｈｅｎ　ｅｔ　ａｌ［６］

分析了惯容器对隔振系统固有频率的影响。Ｈｕ　ｅｔ　ａｌ［７－８］把惯容用在动力吸振器和隔振器上，有很好的减
振、隔振效果。聂佳梅等［９］给出了几种惯容器的模型结构及实现方法。

振动工程中单自由度系统强迫振动多采用 Ｋｅｌｖｉｎ模型和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型［１０］。支浩迪等［１１］研究了

Ｋｅｌｖｉｎ模型和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型在基底摇摆隔震中的比较，Ａｓａｍｉ　ｅｔ　ａｌ［１２］将 Ｍａｘｗｅｌｌ模型引入到动力吸振
器中并对其进行了参数优化，王孝然等［１３］分析了单自由度系统强迫激励下两种模型的系统响应，并讨论
了阻尼对系统的影响。在前人研究的基础上，分别在Ｋｅｌｖｉｎ和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型上串联和并联惯容，并作用

３种不同的激励，得到相应的振幅放大因子和幅频曲线，通过比较振幅放大因子和幅频曲线来分析惯容对

Ｋｅｌｖｉｎ和 Ｍａｘｗｅｌｌ系统响应的影响。

１　惯容的动力学特性

惯容器又称为惯性储能器或惯性质量储能器，与传统的弹簧、阻尼器一样具有两个独立的、自由的端
点。理想惯容器两个端点的相对加速度和作用在两端的力成正比，本质上是一种力放大机构。齿轮齿条
惯容器是Ｓｍｉｔｈ教授于２００２年提出的［１］，原理如图１所示，图２给出了一种齿轮齿条惯容器模型设计三
维图［９］。此装置是采用机械传动的形式将齿条的直线运动转化为飞轮的转动，把两个端点的作用力转化
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成飞轮的惯性力储存起来。当力作用于惯容器两个端点时，齿条带动小齿轮Ｉ转动，因为小齿轮Ⅱ与大齿
轮同轴，大齿轮随着小齿轮Ｉ一同转动，大齿轮又会带动小齿轮Ⅱ转动，小齿轮Ⅱ与飞轮同轴，飞轮会跟随
小齿轮Ⅱ一同转动，这样把作用在两端的作用力转化成了飞轮的转动势能。
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图１　齿轮齿条惯容器原理图图 ２　齿轮齿条惯容器模型设计三维图

　　理想惯容器受力关系为

ｆ＝ｂｄｄｔ
（ｖ２－ｖ１）＝ｂｄ

２

ｄｔ２
（ｘ２－ｘ１） （１）

式中，ｆ为施加于元件两端点上等大反向的力；ｂ为惯容系数；ｔ为时间变量；ｖ１ 和ｖ２ 分别为两个端点的速
度；ｘ１ 和ｘ２ 分别为两个端点的位移。
工程中常用的弹簧阻尼模型主要有 Ｍａｘｗｅｌｌ模型和 Ｋｅｌｖｉｎ模型，本质上是弹簧和阻尼的串联和并

联。下面分别在Ｋｅｌｖｉｎ和Ｍａｘｗｅｌｌ模型基础上串联和并联惯容，来分析惯容对两种模型响应的影响。模
型如图３所示。惯容和Ｋｅｌｖｉｎ模型直接串联的模型称为ＩＳＤ型Ｋｅｌｖｉｎ－１，惯容直接与Ｋｅｌｖｉｎ模型并联的
模型称为ＩＳＤ型Ｋｅｌｖｉｎ－２。惯容和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型直接串联的模型称为ＩＳＤ型 Ｍａｘｗｅｌｌ－１，惯容直接和

Ｍａｘｗｅｌｌ模型并联的模型称为ＩＳＤ型 Ｍａｘｗｅｌｌ－２。
这里假设ｘ１ 为质量块ｍ的位移（图３（ａ）～图３（ｆ）中上端点的位移），ｘ２ 为图３（ｂ）中惯容和弹簧阻尼

串联连接处的位移，ｘ３ 为图３（ｄ）中弹簧和阻尼串联连接处的位移，ｘ４、ｘ５ 分别为图３（ｅ）中惯容和弹簧串
联连接处的位移、弹簧和阻尼串联连接处的位移，ｘ６ 为图３（ｆ）中弹簧和阻尼串联连接处的位移。
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图３　不同类型的Ｋｅｌｖｉｎ模型和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型

２　简谐激励下的强迫振动

简谐激励是激励形式中最简单的一种。掌握系统对简谐激励的响应规律，是理解系统对周期激励或
者更一般形式激励的响应的基础。如图４（ａ）所示，在惯性元件质量上直接作用有简谐激励的强迫振动。

根据牛顿第二定律，可以得到表１所示的动力学方程。ｋ、ｃ、ｂ分别为弹簧刚度、阻尼器阻尼、惯容值。质
量块上的激励为Ｐ０ｓｉｎ（ωｔ），Ｐ０ 为简谐激励力的幅值，ω为简谐激励的频率。令ｃ／ｍ＝２ζωｎ，其中ζ为阻

尼比，ｍ为质量块的质量，ωｎ＝ ｋ／槡 ｍ为固有频率，λ＝ω／ωｎ 为频率比，δ＝ｂ／ｍ为惯容质量比，把这些代入

到方程中进行等式变换。设ｘ１＝珡Ａｅｉωｔ并代入到动力学方程中，解得珡Ａ＝Ａｅ－ｊφ，从而得到振幅放大因子β
＝Ａ／Ａ０，其中Ａ０＝Ｐ０／ｋ为质量块在激振力幅静力作用下的最大位移，φ为相位差。根据振幅放大因子画
出幅频曲线如图５所示。
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（a） 简谐激励下的强迫振动 （b） 支撑运动引起的强迫振动 （c） 偏心质量引起的强迫振动

图４　３种不同激励引起的强迫振动

表１　简谐激励下的强迫振动

模型 动力学方程 振幅放大因子β

Ｋｅｌｖｉｎ模型 ｍ̈ｘ１＋ｃｘ１＋ｋｘ１＝Ｐ０ｅｉωｔ β＝
１

（１－λ２）２＋（２ζλ）槡 ２

ＩＳＤ型Ｋｅｌｖｉｎ模型－１
ｍ̈ｘ１＋ｂ（̈ｘ１－̈ｘ２）＝Ｐ０ｅｉωｔ

ｂ（̈ｘ２－̈ｘ１）＋ｃｘ２＋ｋｘ２＝０
β＝

（１－λ２δ）２＋（２λζ）槡 ２

λ４（（（１＋λ２）δ－１）２＋（２ζλ（１＋δ））
２槡 ）

ＩＳＤ型Ｋｅｌｖｉｎ模型－２　 ｍ̈ｘ１＋ｂ̈ｘ１＋ｃｘ１＋ｋｘ１＝Ｐ０ｅｉωｔ β＝
１

（１－（１＋δ）λ２）２＋（２ζλ）槡 ２

Ｍａｘｗｅｌｌ模型
ｋ（ｘ１－ｘ３）＋ｃｘ１＝０

ｍ̈ｘ１＋ｋ（ｘ３－ｘ１）＝Ｐ０ｅｉωｔ
β＝

１＋（２ζλ）槡 ２

λ４＋（２ζλ）
２（λ２－１）槡 ２

ＩＳＤ型 Ｍａｘｗｅｌｌ模型－１

ｍ̈ｘ１＋ｂ（̈ｘ１－̈ｘ４）＝Ｐ０ｅｉωｔ

ｂ（̈ｘ４－̈ｘ１）＋ｋ（ｘ４－ｘ５）＝０

ｋ（ｘ５－ｘ４）＋ｃｘ５＝０
β＝

（λδ）２＋４（－１＋λ２δ）２ζ槡 ２

λ６δ２＋（２ζλ
２）２（１＋δ－λ２δ）槡 ２

ＩＳＤ型 Ｍａｘｗｅｌｌ模型－２
ｍ̈ｘ１＋ｂ̈ｘ１＋ｋ（ｘ１－ｘ６）＝Ｐ０ｅｉωｔ

ｋ（ｘ６－ｘ１）＋ｃｘ６＝０
β＝

（１／λ２）２＋（２ζ）槡 ２

（（１＋δ）λ）２＋（２ζ）
２（λ２（１＋δ）－１）槡 ２
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（d） Maxwell 模型的幅频曲线

（a） Kelvin 模型的幅频曲线

（f） ISD型 Maxwell鄄2模型的幅频曲线（e） ISD 型 Maxwell鄄1 模型的幅频曲线

（c） ISD 型 Kelvin鄄2 模型的幅频曲线（b） ISD 型 Kelvin鄄1 模型的幅频曲线

图５　简谐激励引起的强迫振动下６种模型的幅频曲线
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　　从表１和图５中可以得出：

（１）在λ＝１即ω＝ωｎ 时，Ｋｅｌｖｉｎ模型串联惯容后，振幅放大因子β趋于无穷大，且惯容值越大衰减率
就越大；Ｋｅｌｖｉｎ模型并联惯容后同Ｋｅｌｖｉｎ模型一样，β≈１，说明激振频率远远小于系统固有频率时，振幅
与静位移大小相当；Ｍａｘｗｅｌｌ模型并联或者串联惯容后振幅放大因子β都是趋于无穷大。

（２）Ｋｅｌｖｉｎ模型并联惯容后共振频率由λ≈１变为λ≈１／ １＋槡 δ，说明在并联上惯容后，减小了系统的
固有频率，使共振区提前，且共振峰值随着惯容值增大而增大。Ｍａｘｗｅｌｌ模型串联惯容后振幅放大因子
的衰减率随着惯容值的增大而增大，说明串联惯容后可以使衰减速度加快。Ｍａｘｗｅｌｌ模型并联惯容后振
幅放大因子随着频率比λ的增大先减小后增大然后再减小。

（３）在λ≥１即ω≥ωｎ 时，几种模型的振幅放大因子β都趋近于０，说明激振频率远远大于固有频率
时，相应的振幅很小。

３　支撑运动引起的强迫振动

在一些场合中，系统受到的激励是来自于支撑的运动。例如车辆在波形路面上行驶、凸轮阀门机构

的运动等。如图４（ｂ）所示，假设支承运动的规律是ｘｓ＝ａｓｉｎωｔ。根据牛顿第二定律可以得到表２的动

力学方程，把ｘｓ＝ａｓｉｎωｔ代入得到稳态响应为ｘ＝Ｅｓｉｎ（ωｔ－φ），从而得到振幅放大因子β＝Ｅ／ａ。不同
模型的幅频曲线如图６所示。

表２　支撑运动引起的强迫振动

模型 动力学方程 振幅放大因子β

Ｋｅｌｖｉｎ模型 ｍ̈ｘ１＋ｃ（ｘ－ｘｓ）＋ｋ（ｘ－ｘｓ）＝０ β＝
１＋（２ζλ）槡 ２

（１－λ２）２＋（２ζλ）槡 ２

ＩＳＤ型Ｋｅｌｖｉｎ模型－１
ｍ̈ｘ１＋ｂ（̈ｘ１－̈ｘ２）＝０

ｂ（̈ｘ２－̈ｘ１）＋ｃ（ｘ２－ｘｓ）＋ｋ（ｘ２－ｘｓ）＝０
β＝

δ２＋（２λδζ）槡 ２

（１＋δ－λ２δ）２＋（２ζλ（１＋δ））槡 ２

ＩＳＤ型Ｋｅｌｖｉｎ模型－２
ｍ̈ｘ１＋ｂ（̈ｘ１－̈ｘｓ）＋ｃ（ｘ１－ｘｓ）＋

ｋ（ｘ１－ｘｓ）＝０
β＝

（１－δλ２）２＋４ζ
２λ槡 ２

（１－（１＋δ）λ２）２＋４ζ
２λ槡 ２

Ｍａｘｗｅｌｌ模型
ｍ̈ｘ１＋ｋ（ｘ１－ｘ３）＝０

ｋ（ｘ３－ｘ１）＋ｃ（ｘ３－ｘｓ）＝０
β＝ ζ

ζ
２（１－λ２）２＋（λ２

）槡 ２

ＩＳＤ型 Ｍａｘｗｅｌｌ模型－１

ｍ̈ｘ１＋ｂ（̈ｘ１－̈ｘ４）＝０

ｂ（̈ｘ４－̈ｘ１）＋ｋ（ｘ４－ｘ５）＝０

ｋ（ｘ５－ｘ４）＋ｃ（ｘ５－ｘｓ）＝０
β＝

２δζ
λ２δ２＋（２ζ）

２（１＋δ－λ２δ槡 ）

ＩＳＤ型 Ｍａｘｗｅｌｌ模型－２
ｍ̈ｘ１＋ｂ（̈ｘ１－̈ｘｓ）＋ｋ（ｘ１－ｘ６）＝０

ｋ（ｘ６－ｘ１）＋ｃ（ｘ６－ｘｓ）＝０
β＝

（λδ）２＋（２ζ）
２（λ２δ－１）槡 ２

（（１＋δ）λ）２＋（２ζ）
２（λ２（１＋δ）－１）槡 ２

　　从表２和图６中可以得出：

（１）在λ＝１即ω＝ωｎ 时，Ｋｅｌｖｉｎ和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型串联惯容后，振幅放大因子由β≈１变为β≈δ／（１＋

δ），说明串联惯容后在激振频率远远小于固有频率时有很好的隔振效果；Ｋｅｌｖｉｎ和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型并联惯
容后振幅放大因子β没有变化，说明激振频率远远小于固有频率时，振幅和静位移大小相当。

（２）Ｋｅｌｖｉｎ模型并联惯容后，共振频率由λ≈１变为λ≈１／ １＋槡 δ，且惯容值越大振幅放大因子越小，

说明在并联上惯容后，减小了系统的固有频率，使共振区提前。惯容值越大共振峰值就越小，当λ≈ １／槡 δ
时，振幅放大因子最小即隔振效果最佳。

（３）在λ≥１即ω≥ωｎ 时，Ｋｅｌｖｉｎ和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型串联惯容后振幅放大因子β趋于０，说明激振频率远
远大于固有频率时，振幅很小；Ｋｅｌｖｉｎ和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型并联惯容后振幅放大因子β趋于δ／（１＋δ）。
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（d） Maxwell 模型的幅频曲线

（a） Kelvin 模型的幅频曲线

（f） ISD型 Maxwell鄄2模型的幅频曲线（e） ISD 型 Maxwell鄄1 模型的幅频曲线

（c） ISD 型 Kelvin鄄2 模型的幅频曲线（b） ISD 型 Kelvin鄄1 模型的幅频曲线

图６　支撑运动引起的强迫振动下６种模型的幅频曲线

４　偏心质量引起的强迫振动

在高速旋转机械中，偏心质量产生的离心惯性力是主要的激振来源之一。如图４（ｃ）所示，假设旋转
机械的总质量为ｍ，转子的偏心质量为ｍ１，偏心距为ｅ，转子的转动角速度是ω。偏心质量引起的激励为

ｍ１ｅω２　ｓｉｎωｔ，根据牛顿第二定律，得到动力学方程如表３。设系统的稳态响应为ｘ＝Ｄｓｉｎ（ωｔ－φ），其中

Ｄ＝ｍｅβ／Ｍ，φ是相位差。写成无量纲形式β＝ＭＤ／ｍｅ，定义β为系统的无量纲放大因子。不同模型的幅
频曲线如图７所示。

表３　偏心质量引起的强迫振动

模型 动力学方程 振幅放大因子β

Ｋｅｌｖｉｎ模型 ｍ̈ｘ１＋ｃｘ＋ｋｘ１＝ｍ１ｅω２　ｓｉｎωｔ β＝
λ２

（１－λ２）２＋（２ζλ）槡 ２

ＩＳＤ型Ｋｅｌｖｉｎ模型－１
ｍ̈ｘ１＋ｂ（̈ｘ１－̈ｘ２）＝ｍ１ｅω２　ｓｉｎωｔ

ｂ（̈ｘ２－̈ｘ１）＋ｃｘ２＋ｋｘ２＝０
β＝

（１－λ２δ）２＋（２λζ）槡 ２

（（１＋λ２）δ－１）２＋（２ζλ（１＋δ））槡 ２

ＩＳＤ型Ｋｅｌｖｉｎ模型－２　 ｍ̈ｘ１＋ｂ̈ｘ１＋ｃｘ１＋ｋｘ１＝ｍ１ｅω２　ｓｉｎωｔ β＝
λ２

（１－（１＋δ）λ２）２＋（２ζλ）
２（１＋δ）槡 ２

Ｍａｘｗｅｌｌ模型
ｍ̈ｘ１＋ｋ（ｘ１－ｘ３）＝ｍ１ｅω２　ｓｉｎωｔ

ｋ（ｘ３－ｘ１）＋ｃｘ２＝０
β＝

λ２＋（２ζλ
２）槡 ２

（２ζ）
２（λ２－１）２＋λ槡 ２

ＩＳＤ型 Ｍａｘｗｅｌｌ模型－１

ｍ̈ｘ１＋ｂ（̈ｘ１－̈ｘ４）＝ｍ１ｅω２　ｓｉｎωｔ

ｂ（̈ｘ４－̈ｘ１）＋ｋ（ｘ４－ｘ５）＝０

ｋ（ｘ５－ｘ４）＋ｃｘ５＝０
β＝

（λδ）２＋４（－１＋λ２δ）２ζ槡 ２

λ２δ２＋（２ζ）
２（１＋δ－λ２δ槡 ）

ＩＳＤ型 Ｍａｘｗｅｌｌ模型－２
ｍ̈ｘ１＋ｂ̈ｘ１＋ｋ（ｘ１－ｘ６）＝ｍ１ｅω２　ｓｉｎωｔ

ｋ（ｘ６－ｘ１）＋ｃｘ６＝０
β＝

λ２＋（２λ２ζ）槡 ２

（（１＋δ）λ）２＋（２ζ）
２（λ２（１＋δ）－１）槡 ２
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图７　偏心质量引起的强迫振动下６种模型的幅频曲线

　　从表３和图７中可以得出：
（１）在λ＝１即ω＝ωｎ 时，Ｋｅｌｖｉｎ模型串联惯容后，振幅放大因子由β≈０变为β≈１／（δ－１），所以当δ

＝１时，振幅趋近于无穷大；Ｍａｘｗｅｌｌ模型串联惯容后振幅放大因子由β≈０变为β≈１／（δ＋１）；Ｋｅｌｖｉｎ和

Ｍａｘｗｅｌｌ模型并联惯容后振幅放大因子β没有变化，说明激振频率远远小于固有频率时，振幅和静位移大
小相当。

（２）Ｋｅｌｖｉｎ模型并联惯容后，共振频率由λ≈１变为λ＝１／ １＋槡 δ，且惯容值越大振幅放大因子越小，
说明在并联惯容后，减小了系统的固有频率，使共振区提前，且惯容值越大共振峰值就越小。

（３）在λ≥１即ω≥ωｎ 时，Ｋｅｌｖｉｎ和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型串联惯容后振幅放大因子β趋于１，但趋近方式与原
模型远不相同；Ｋｅｌｖｉｎ和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型并联惯容后振幅放大因子由β≈１变为β≈δ／（１＋δ），有效地降低
了系统的振幅，说明并联惯容对减振有很好的效果。

５　结论

通过比较在３种不同激励下惯容分别串联和并联在Ｋｅｌｖｉｎ和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型的振幅放大因子和频响
曲线，得到以下结论。

（１）Ｋｅｌｖｉｎ和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型并联惯容后，可以在不减小弹簧刚度和增大质量的情况下减小系统的固
有频率，使共振区提前。且惯容值越大，共振的峰值就越小，减振隔振效果就越好。

（２）Ｋｅｌｖｉｎ模型并联惯容后，在频率比λ≈１／ １＋槡 δ时发生共振；在支撑运动引起的强迫振动中当频

率比λ≈１／ １／槡 δ时，振幅放大因子最小即隔振效果最佳。
（３）Ｋｅｌｖｉｎ和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型串联惯容后，在简谐激励下可以增大振幅放大因子的衰减速度；在支撑运

动引起的强迫振动中，可以有效地降低振幅放大因子。
（４）相比于弹簧阻尼结构的Ｋｅｌｖｉｎ和 Ｍａｘｗｅｌｌ模型，ＩＳＤ系统具有更好的减振隔振效果。
（５）弹簧、阻尼、惯容的组合方式还有很多，三元件拓扑结构的其它模型有待进一步研究。
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