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基于耦合混沌振子的微弱信号检测
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　　摘要：传统的微弱信号检测方法在信噪比较低时检测效果并不理想，利用混沌振子检测微
弱信号具有灵敏度高、抗噪性强的特点，信噪比门限也比传统方法检测到的低得多，基于此对

Ｄｕｆｆｉｎｇ振子和Ｖａｎ　ｄｅｒ　Ｐｏｌ－Ｄｕｆｆｉｎｇ振子进行了耦合，建立了非线性微弱信号检测系统，并通过
分岔图和二分法确定了临界点阈值，提高了阈值的求解速度和精度，最后分别对单微弱正弦信
号和混合微弱正弦信号进行了检测，检测系统取得了较好的效果。
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０　引言

如今很多领域都需要提取淹没在强噪声中的微弱信号，例如语音处理、生物医学工程、混沌保密通信
等［１－２］。传统的信号处理方法忽略了混沌信号的固有几何性质而当做随机噪声进行处理，使得建立的模
型精度比较差，从而导致检测微弱信号的能力降低。基于混沌振子的检测方法则利用了混沌的确定性性
质来提取强噪声背景中的微弱信号［３］。混沌检测原理简单易行，利用混沌振子对参数及其初值的敏感性
及对噪声的抑制性即可检测出微弱信号［４－６］，因此自从Ｂｉｒｘ　ｅｔ　ａｌ［７］应用混沌振子检测微弱信号以来，国内
外很多学者开始研究该领域，使得混沌检测法得到了不断地发展［８］。目前为止，利用混沌振子可检测的
微弱信号类型有方波信号，谐波信号以及任意频率的周期信号，噪声类型有高斯白噪声，高斯色噪声，检
测到的信噪比门限比其它检测方法要低得多，可见，应用混沌振子检测微弱信号具有很好的发展前景。
本文研究的是Ｄｕｆｆｉｎｇ振子和Ｖａｎ　ｄｅｒ　Ｐｏｌ－Ｄｕｆｆｉｎｇ振子通过耦合进行微弱信号检测，首先使用分岔

图及二分法确定耦合系统临界值，仿真研究发现该耦合混沌系统具有复杂的动力学行为，能够从强噪声
背景中提取出微弱正弦信号，对于混合微弱正弦信号，则能够把不同频率的微弱正弦信号一一检测出来，
从而验证了其可行性。

１　建立耦合混沌系统模型

Ｄｕｆｆｉｎｇ振子因其自身的非线性动力学特性（振荡、同宿轨道、分岔、混沌和周期）而成为了经典的混
沌系统之一，研究Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的动力学行为有助于进一步了解其性质以及更好地完善混沌理论。以下
是经典的 Ｈｏｍｅｓ型Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的数学表达式

ｘ̈＋ｃｘ＋ａｘ＋ｂｘ３＝ｆ１ｃｏｓ（ω１ｔ） （１）

式中，ｃ为阻尼系数；ａｘ＋ｂｘ３ 为回复力；ａ和ｂ是回复力系数；ｆ１ｃｏｓ（ω１ｔ）是周期策动力，ｆ１ 和ω１ 分别是
周期策动力的幅值和频率。

Ｖａｎ　ｄｅｒ　Ｐｏｌ－Ｄｕｆｆｉｎｇ振荡系统是一种典型的自激励振荡系统，自激极限环振荡系统的原形就来源于
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它。它的同步现象以及混沌现象是众多学者研究的热点。Ｖａｎ　ｄｅｒ　Ｐｏｌ－Ｄｕｆｆｉｎｇ振子作为一种描述振荡
过程的基础模型已经在生物学、神经学、物理学和经济学领域广泛应用。Ｖａｎ　ｄｅｒ　Ｐｏｌ－Ｄｕｆｆｉｎｇ振子的数
学表达式如下

ｘ̈＋ｕ（ｘ２－１）ｘ＋εｘ＝ｆ２ｃｏｓ（ω２ｔ） （２）
式中，ｕ是阻尼系数；ε是刚度系数；ｆ２ｃｏｓ（ω２ｔ）是周期策动力，ｆ２ 和ω２ 分别是周期策动力的幅值与频率。
由于Ｄｕｆｆｉｎｇ振子和Ｖａｎ　ｄｅｒ　Ｐｏｌ－Ｄｕｆｆｉｎｇ振子均对参数和初值具有敏感性，对噪声具有免疫力，能够

有效地提取出淹没在强噪声背景中的微弱信号，因而在微弱信号检测领域，混沌检测微弱信号成为了研
究热点［９－１５］。通过线性耦合将两振子耦合在一起，对于式（１），取ａ＝－１，ｂ＝１，对于式（２），取ε＝１，对耦
合系统作用共同的参考信号ｆｃｏｓ（ωｔ＋θ），ω取值为１，建立的耦合混沌系统如下

ｘ̈＋ｃｘ－ｘ＋ｘ３＋ｋ（ｘ－ｙ）＝ｆｃｏｓ（ｔ＋θ）

ｙ̈＋ｕ（１＋ｙ２）ｙ＋ｙ＋ｋ（ｙ－ｘ）＝ｆｃｏｓ（ｔ＋θ｛ ）
（３）

式中，ｃ和ｕ为耦合混沌系统的阻尼系数；ｋ为耦合系数；ｆｃｏｓ（ｔ＋θ）是参考信号，ｆ是幅值，θ为初相位，通
常情况下取０。当其它参数取固定值，耦合混沌系统的状态会随着ｆ的变化而有规律地变化。当ｆ处于
临界阈值时，若输入与参考信号同频率（或频率相近）同相位的微弱信号，系统会由混沌态跃迁到周期态，
从而完成对微弱信号的检测。

２　分岔图与二分法确定系统精确阈值

选取参数ｃ＝０．５，ｕ＝１。值得注意的是，当耦合系数ｋ为０时，两个混沌振子的耦合作用就会消失，
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图１　ｋ＝０．２时耦合系统的分岔图

当ｋ值越大，耦合强度越大，选取参数两振子之间的相
互作用就越强。选取ｋ＝０．２画出系统分岔图，如图１
所示。
由图１可以看出，随着参考信号幅值ｆ的不断增

大，耦合混沌系统经历了单周期状态，随后经倍周期分
岔进入到双周期状态，经历混沌状态后继续分岔进入
四周期状态，然后再次历经混沌状态，最后进入单周期
状态。
由分岔图可以看出，耦合混沌系统的临界阈值ｆｅ

的大致范围在０．７５～０．８。当ｆ＝０．７５时，耦合系统处
于混沌状态，ｆ＝０．８时，耦合系统处于周期状态，如图

２和图３所示。
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图２　ｆ＝０．７５时，系统处于混沌态

2.0
1.5
1.0
0.5
0

-0.5
-1.0
-1.5
-2.0

dx
/d

t

-2 -1 0 1 2
x

图３　ｆ＝０．８时，系统处于周期态

确定了临界阈值的大致范围后，可通过二分法快速搜索系统的精确临界阈值。步骤如下：
（１）由于０．７５对应系统混沌态，０．８对应周期态，可取二者的中间值０．７７５。
（２）通过观察相图可知０．７７５对应混沌态，所以临界阈值的取值范围为０．７７５～０．８。以０．０１为步长
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使０．７７５增加到０．７８５，该值对应混沌态，０．７９５对应周期态，再取二者中间值０．７９。
（３）０．７９对应周期态，临界阈值进一步缩小为０．７８５～０．７９。以步长０．００１使ｆ增加到０．７８９，此值

对应混沌态，取０．７８９和０．７９的中间值０．７８９　５。
（４）０．７８９　５对应周期态，ｆ的取值范围是０．７８９～０．７８９　５。
（５）最终确定耦合混沌系统的临界阈值ｆｅ 为０．７８９，０．７８９和０．７８９　５所对应的相图如图４和图５

所示。
2.0
1.5
1.0
0.5
0

-0.5
-1.0
-1.5
-2.0

dx
/d

t

-2 -1 0 1 2
x

图４　ｆ＝０．７８９时，系统处于混沌态图
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图５　ｆ＝０．７８９　５时，系统处于周期态

　　通过以上步骤来确定从混沌态到周期态的临界阈值不仅搜索速度快，精确度也较高，证实了二分法
能够对临界阈值进行精确定位。为了便于检测任意频率的信号，令ｔ＝ωτ，可对式（３）进行时间尺度的变
换，得到

１
ω２̈
ｘ（τ）＋ｃω

ｘ （τ）－ｘ（τ）＋ｘ３（τ）＋ｋ（ｘ（τ）－ｙ（τ））＝ｆｃｏｓ（ωτ）

１
ω２̈ｙ
（τ）＋ｕω

（１＋ｙ２（τ））ｙ（τ）＋ｙ（τ）＋ｋ（ｙ（τ）－ｘ（τ））＝ｆｃｏｓ（ωτ
烅

烄

烆
）

（４）

改写成动力学方程为

ｄｘ
ｄｔ＝ωｘ１

ｄｘ１
ｄｔ＝ω

［－ｃｘ１＋ｘ－ｘ３－ｋ（ｘ－ｙ）＋ｆｃｏｓ（ωｔ）］

ｄｙ
ｄｔ＝ωｙ１

ｄｙ１
ｄｔ＝ω

［－ｕ（１＋ｙ２）ｙ１－ｙ－ｋ（ｘ－ｙ）＋ｆｃｏｓ（ωｔ

烅

烄

烆
）］

（５）

通过上述变换，只需改变式（４）中的ω值，即可检测任意频率的微弱信号。

３　检测单微弱正弦信号

检测微弱正弦信号时，首先调整参考信号幅值ｆ使其处于临界阈值ｆｅ，然后将与参考信号同相位，频
率相近的微弱待检正弦信号与噪声同时输入到耦合混沌系统，则式（４）变为

１
ω２̈
ｘ＋ｃω

ｘ－ｘ＋ｘ３＋ｋ（ｘ－ｙ）＝ｆｅｃｏｓ（ωｔ）＋ａｃｏｓ（ω（１＋Δω）ｔ）＋ｎ（ｔ）

１
ω２̈ｙ
＋ｕω

（１＋ｙ２）ｙ＋ｙ＋ｋ（ｙ－ｘ）＝ｆｅｃｏｓ（ωｔ）＋ａｃｏｓ（ω（１＋Δω）ｔ）＋ｎ（ｔ
烅

烄

烆
）

（６）

式中，ａｃｏｓ（ω（１＋Δω）ｔ）是微弱正弦信号，其中，ａ是幅值，远小于ｆｅ，且ａ＋ｆｅ＞ｆｅ；Δω是微弱正弦信号与
参考信号间的相对频差；ｎ（ｔ）＝σ·ε（ｔ）是高斯白噪声。式（６）可简化为

１
ω２̈
ｘ＋ｃω

ｘ－ｘ＋ｘ３＋ｋ（ｘ－ｙ）＝Ｆ（ｔ）ｃｏｓ（ωｔ＋θ（ｔ））＋ｎ（ｔ）

１
ω２̈ｙ
＋ｕω

（１＋ｙ２）ｙ＋ｙ＋ｋ（ｙ－ｘ）＝Ｆ（ｔ）ｃｏｓ（ωｔ＋θ（ｔ））＋ｎ（ｔ
烅

烄

烆
）

（７）
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式中，Ｆ（ｔ）＝ ｆ２ｅ＋２ｆｅａｃｏｓ（ω·Δωｔ）＋ａ槡 ２；θ（ｔ）＝ａｒｃｔａｎ ａｓｉｎ（ω·Δωｔ）
ｆｅ＋ａｃｏｓ（ω·Δωｔ（ ）），由于ａ远小于ｆｅ，所以θ（ｔ）

很小，可以忽略不计，式（７）变为

１
ω２̈
ｘ＋ｃω

ｘ－ｘ＋ｘ３＋ｋ（ｘ－ｙ）＝Ｆ（ｔ）ｃｏｓ（ωｔ）＋ｎ（ｔ）

１
ω２̈ｙ
＋ｕω

（１＋ｙ２）ｙ＋ｙ＋ｋ（ｙ－ｘ）＝Ｆ（ｔ）ｃｏｓ（ωｔ）＋ｎ（ｔ
烅

烄

烆
）

（８）

仿真实验表明，待检微弱正弦信号的频率与参考信号的频率的差值Δω的取值不是任意大的，必须在
一定范围内，否则无论如何调节，耦合混沌系统都不会从混沌态跃迁到周期态，即此时耦合系统对待检微
弱正弦信号免疫，所以要想检测出微弱正弦信号，待检微弱正弦信号的频率与参考信号的频率需满足
︱Δω︱≤０．００４　ｒａｄ／ｓ。混沌态到周期态的跃迁过程需要足够长的激励时间，如果︱Δω︱＞０．００５　ｒａｄ／ｓ，
会很难辨别阵发混沌现象，Ｆ（ｔ）变化的速度也会很快，导致系统不能很好地响应。Ｆ（ｔ）＞ｆｅ 时，由于激
励衰减太快，周期运动不会持续，Ｆ（ｔ）＜ｆｅ 时，激励增加太快，混沌运动不稳定，因此，︱Δω︱≤
０．００４　ｒａｄ／ｓ。下面给出一个仿真实例。采用四阶龙格库塔法对耦合混沌系统进行ｓｉｍｕｌｉｎｋ仿真，步长ｈ
取０．０１，ω＝１。ａ＝０时，即只输入纯高斯白噪声，σ＝０．３，参考信号的幅值设为临界阈值０．７８９，仿真结
果如图６所示。取ａ＝０．０００　５，Δω＝０．００４　ｒａｄ／ｓ，σ＝０．０８，ｆ＝０．７８９，仿真结果如图７所示。
对比图６和图７，当把微弱正弦信号和高斯白噪声同时输入到耦合混沌系统，系统状态明显由混沌态

跃迁到周期态，验证了混沌理论用于微弱信号检测的正确性。通过ｓｉｍｕｌｉｎｋ仿真，只有当σ≤０．０８时，耦

合混沌系统才能检测到微弱信号，因此该系统的信噪比门限为：ＳＮＲ＝１０ｌｏｇａ
２

σ２
＝１０ｌｏｇ（０．５０．０００　５

２

０．０８
）＝

－４７　ｄＢ。
传统的微弱信号检测方法很难检测到信噪比门限低于－１０　ｄＢ的信号，而Ｄｕｆｆｉｎｇ振子和 Ｖａｎ　ｄｅｒ

Ｐｏｌ－Ｄｕｆｆｉｎｇ振子耦合的混沌系统能够检测到的信噪比门限为－４７　ｄＢ，实现了低信噪比下微弱信号检测，
因此利用混沌系统检测微弱信号具有很好的研究价值和发展前景。
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图６　只加入噪声时系统的相轨迹
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图７　加入待检微弱信号后的相轨迹

４　检测混合微弱正弦信号

实际检测当中，可能存在有不止一个微弱正弦信号，当多个不同频率的微弱正弦信号混合在一起时，
如何把不同频率的微弱正弦信号检测出来成为研究的一个要点。混合微弱正弦信号之间的频率可能相
差很大，又或者很小。当输入两种频率相差很大的微弱正弦信号时，设输入系统的混合微弱正弦信号为ｓ
＝ｓ１＋ｓ２＝ａｃｏｓ（ω１ｔ）＋ｂｃｏｓ（ω２ｔ），式（６）变为

１
ω２̈
ｘ＋ｃω

ｘ－ｘ＋ｘ３＋ｋ（ｘ－ｙ）＝ｆｅｃｏｓ（ωｔ）＋ａｃｏｓ（ω１ｔ）＋ｂｃｏｓ（ω２ｔ）＋ｎ（ｔ）

１
ω２̈ｙ
＋ｕω

（１＋ｙ２）ｙ＋ｙ＋ｋ（ｙ－ｘ）＝ｆｅｃｏｓ（ωｔ）＋ａｃｏｓ（ω１ｔ）＋ｂｃｏｓ（ω２ｔ）＋ｎ（ｔ
烅

烄

烆
）

（９）

选取ω１＝５　ｒａｄ／ｓ，ω２＝１５　ｒａｄ／ｓ来进行仿真。根据本文第３节的分析，当参考信号的频率ω与微弱
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正弦信号的频率ω′满足０．９９６ω≤ω′≤１．００４ω时，才能使处于临界状态的耦合混沌系统对微弱信号敏感，
对于频率与参考信号频率相差很远的微弱正弦信号不敏感。所以，要检测出微弱正弦信号ｓ１ 和微弱正弦
信号ｓ２，只需将参考信号频率设置在５　ｒａｄ／ｓ，由于１５　ｒａｄ／ｓ不在［０．９９６ω，１．００４ω］＝［４．９８，５．０２］的范围
中，当输入混合信号时，微弱正弦信号ｓ２ 与噪声并不会改变系统的状态，而微弱正弦信号ｓ１ 会使耦合混
沌系统由混沌态跃迁到周期态，从而将微弱正弦信号ｓ１ 检测出来。如图８所示。
同理，当检测微弱正弦信号ｓ２ 时，设置参考信号频率为１５　ｒａｄ／ｓ，此时耦合混沌系统对微弱正弦信号

ｓ１ 免疫，输入微弱正弦信号ｓ２ 时，耦合混沌系统会由混沌态变化到周期态。因此，如果有多个不同频率的
微弱信号同时输入到系统，只需根据微弱信号的频率调节参考信号的频率就可以将它们一一检测出来。
但在实际情况中，多个微弱信号之间存在频率相互接近的可能，此时系统即使发生相变也无法判断是哪
个频率的微弱信号对系统产生了影响，因此会出现误判的情况。
当混合微弱信号之间的频率相差很小时，设输入系统的混合微弱信号为ｓ′＝ｓ３＋ｓ４＝ｃｃｏｓ（ω３ｔ）＋

ｄｃｏｓ（ω４ｔ），本文选取ω３＝０．６　ｒａｄ／ｓ，ω４＝０．６０２　ｒａｄ／ｓ进行ｓｉｍｕｌｉｎｋ仿真。为了能够检测到上述频率的
微弱信号，需将ω３ 和ω４ 设置为参考信号的频率。因为参考信号的频率ω与微弱正弦信号的频率ω′满足

０．９９６ω≤ω′≤１．００４ω，所以耦合混沌系统能检测的频率范围为［０．５９７　６，０．６０２　４］和［０．５９９　６，０．６０４　４］，
但是ω３＝０．６　ｒａｄ／ｓ和ω４＝０．６０２　ｒａｄ／ｓ都在这两个检测范围内，当系统出现相变时，并不能判断检测到
的微弱信号是ｓ３ 还是ｓ４。为了能够准确判断系统由混沌态转变为周期态是哪个频率的微弱信号所导致
的，需要重新选择一个合适的参考信号频率，使得ω３ 和ω４ 不会在两个检测范围内。令

ωｍ＝ω３
＋ω４
２

（１０）

ωｍ＝０．６０１。将ωｍ 设置成参考信号的频率，则其检测范围为［０．５９８　６，０．６０３　４］，再将０．５９８　６和

０．６０３　４分别设置成参考信号的频率，则它们的检测范围为［０．５９６　２，０．６０１　０］和［０．６０１　０，０．６０５　８］，这时

ω３ 和ω４ 只满足一个检测范围。因此检测微弱信号时首先将参考信号的频率设置为０．５９８　６　ｒａｄ／ｓ，此时
耦合混沌系统只对微弱正弦信号ｓ３ 敏感，对微弱信号ｓ４ 免疫，如图９所示。
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图８　微弱信号ｓ１ 作用下系统的相轨迹
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图９　微弱信号ｓ３ 作用下系统的相轨迹

　　同理，参考信号的频率设置为０．６０３　４　ｒａｄ／ｓ，在微弱正弦信号ｓ４ 的作用下，耦合混沌系统完成由混沌

态到周期态的转变，微弱正弦信号ｓ３ 不影响系统的相变，从而检测出微弱正弦信号ｓ４。

讨论了如何检测混合微弱正弦信号（两种不同频率的微弱信号），当两频率相差很大或两频率很接近
时，都进行了实例仿真，证实了本节方法是可行的。当两个以上的微弱正弦信号输入到耦合混沌系统，其
检测原理也是相同的。

５　结论

本文建立了Ｄｕｆｆｉｎｇ振子和Ｖａｎ　ｄｅｒ　Ｐｏｌ－Ｄｕｆｆｉｎｇ振子耦合的混沌系统，提出了通过分岔图和二分法

来确定系统精确的临界阈值，通过分析可知该方法可行。对单微弱正弦信号进行检测，信噪比门限达到
了－４７　ｄＢ，比单混沌振子的最低信噪比门限还要低，最后阐述了如何检测混合微弱正弦信号，获得了较
好的效果。
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