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基于高阶剪切变形理论梁的热屈曲和后屈曲分析
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　　摘要：基于高阶剪切变形理论，推导了轴向荷载与均匀热荷载作用下梁的平衡方程，并将３个

非线性方程化简为２个关于横向挠度和转角的非线性积分—微分方程。对于所考虑的两端简支和

两端固支边界条件，求解了梁的临界屈曲荷载和梁的后屈曲幅值，讨论了长细比对临界屈曲荷载的

影响以及温度和荷载对梁后屈曲幅值的影响。研究结果表明，对于长细比较小的梁，剪切变形对临

界屈曲载荷的影响十分明显；而当长细比较大时，与欧拉梁理论得出的结论非常接近。在温度和轴

向荷载共同作用下，随着温度升高，梁的临界屈曲荷载值下降但梁中点挠度值升高。
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０　引言

梁、板、壳体是工程中最常用的结构构件，它们在热荷载或轴向荷载作用下的屈曲分析问题长期受到

国内外学者的密切关注。尽管对于各向同性及层合梁结构的非线性问题研究已经十分丰富［１－３］，但是对

于该领域的研究却一直没有间断。国外学者Ａｙｄｏｇｄｕ［４］分析了基于Ｒｅｄｄｙ位移模型下层合梁在各种边

界条件下的热屈曲分析。Ｋｉａｎｉ　ｅｔ　ａｌ［５］分析了功能梯度材料梁的热屈曲问题。Ｅｍａｍ［６－７］分析了层合梁在

湿热环境中的屈曲和后屈曲问题。马连生等［８－９］给出了经典梁及剪切变形梁的热过屈曲问题的解析解，
但未采用高阶剪切变形理论来对梁的屈曲和后屈曲问题进行分析。

１　模型

考虑一个高度为ｈ、宽度为ｂ、长度为ｌ的矩形截面梁：ｘ轴沿梁轴线方向；ｚ轴和ｙ轴分别沿梁的厚度

和宽度方向；ｘｏｙ面置于梁的几何中面上；原点位于梁轴线的左端［８］。

１．１　位移场

文献［１０］给出了高阶剪切变形理论下的位移场为

Ｕ（ｘ，ｚ）＝ｕ（ｘ）－ｚｗ′（ｘ）＋ｆ（ｚ）［ｗ′（ｘ）－（ｘ）］
Ｗ（ｘ，ｚ）＝ｗ（ｘ｛ ）

（１）

式中，ｕ和ｗ 分别为梁中面上点的轴向和横向位移；为梁中面上横截面由于弯曲产生的转角；ｆ（ｚ）为形

状函数，表达式见表１。
表１　不同梁理论的剪切应变形状函数

梁理论 ｆ（ｚ）
经典理论Ｅｕｌｅｒ　 ０
一阶剪切变形理论Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ　 ｚ
高阶剪切变形理论Ｒｅｄｄｙ［１１］ ｚ（１－４ｚ２／３ｈ２）
Ｔｏｕｒａｔｉｅｒ［１２］ （ｈ／π）ｓｉｎ（πｚ／ｈ）
Ｓｏｌｄａｔｏｓ［１３］ ｈｓｉｎ　ｈ（ｚ／ｈ）－ｚｃｏｓ　ｈ（１／２）
Ｋａｒａｍａ　ｅｔ　ａｌ［１４］ ｚｅｘｐ（－２ｚ２／ｈ２）
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１．２　应变场

基于上述位移场的正应变和剪应变为

εｘ ＝Ｕｘ＋
１
２
Ｗ
（ ）ｘ

２

＝ε
（０）
ｘ ＋ｚε

（１）
ｘ ＋ｆ（ｚ）ε

（２）
ｘ ，　γｘｚ ＝

Ｕ
ｚ＋

Ｗ
ｘ ＝ｆ

′（ｚ）γ
（０）
ｘｚ （２）

式中，ε
（０）
ｘ ＝ｕ′＋

１
２ｗ

′２；ε
（１）
ｘ ＝－ｗ″（ｘ）；ε

（２）
ｘ ＝ｗ″（ｘ）－′（ｘ）；　γ

（０）
ｘｚ ＝ｗ′（ｘ）－（ｘ）。

１．３　应力应变关系

考虑温度的变化，梁的应力应变关系可以表达如下

σｘ ＝Ｅ［ε
（０）
ｘ ＋ｚε

（１）
ｘ ＋ｆ（ｚ）ε

（２）
ｘ －αΔＴ］，τｘｚ ＝Ｇγｘｚ ＝

Ｅ
２（１＋ｖ）ｆ

′（ｚ）γ
（０）
ｘｚ （３）

式中，Ｅ为弹性模量；Ｇ为剪切模量；ｖ为泊松比；α为热膨胀系数；ΔＴ为温度改变量。现令

Ｎ ＝∫Ａ
σｘｄＡ，　Ｍ ＝∫Ａ

ｚσｘｄＡ，　Ｍｓ ＝∫Ａ
ｆ（ｚ）σｘｄＡ，　Ｑｓ ＝∫Ａ

ｆ′（ｚ）τｘｚｄＡ，

ＭＴ
ｓ ＝∫Ａ

Ｅｆ（ｚ）αΔＴｄＡ，　ＮＴ ＝∫Ａ
ＥαΔＴｄＡ，　ＭＴ ＝∫Ａ

ＥｚαΔＴｄＡ （４）

式中，Ｎ 和Ｍ 为经典理论下的轴力和弯矩；Ｍｓ 和Ｑｓ 为由于剪切变形产生的弯矩和剪力；ＮＴ、ＭＴ 和ＭＴ
ｓ

为热内力和热弯矩，它们是由于温度变化所引起。
将式（３）代入式（４）中可得到上述合力与应变的关系可以表达为

Ｎ
Ｍ
Ｍ
烅
烄

烆
烍
烌

烎ｓ
＝
Ａ１１ Ｂ１１ Ｅ１１
Ｂ１１ Ｄ１１ Ｆ１１
Ｅ１１ Ｆ１１ Ｈ

熿

燀

燄

燅１１

ε
（０）
ｘ

ε
（１）
ｘ

ε
（２）

烅

烄

烆

烍

烌

烎ｘ

－
ＮＴ

ＭＴ

ＭＴ

烅
烄

烆
烍
烌

烎ｓ

，　Ｑｓ ＝Ａ５５γ
（０）
ｘｚ （５）

式中，Ａ１１ ＝∫Ａ
ＥｄＡ；　Ｂ１１ ＝∫Ａ

ＥｚｄＡ；　Ｅ１１ ＝∫Ａ
Ｅｆ（ｚ）ｄＡ；　Ｄ１１ ＝∫Ａ

Ｅｚ２ｄＡ；　Ｆ１１ ＝∫Ａ
Ｅｚｆ（ｚ）ｄＡ；

Ｈ１１ ＝∫Ａ
Ｅｆ２（ｚ）ｄＡ；　Ａ５５ ＝∫Ａ

Ｅ
２（１＋ｖ）ｆ

′２（ｚ）ｄＡ。

２　平衡方程及求解

梁在轴 心 压 力 Ｐ 作 用 下 的 总 势 能 的 一 阶 变 分 可 表 达 为δ∏ ＝∫
ｌ

０∫Ａ
（σｘδεｘ ＋τｘｚδγｘｚ）ｄＡ

ｄｘ－∫
ｌ

０
Ｐｗ′δｗ′ｄｘ。

　　根据最小势能原理，总势能的一阶变分为０，即δ∏＝０，由此可得梁的平衡方程为

ｄＮ
ｄｘ ＝０

（６）

ｄ２　Ｍ
ｄｘ２ ＋

ｄ
ｄｘ
（Ｎｗ′）－Ｐｄ

２　ｗ
ｄｘ２ ＝０

（７）

ｄ　Ｍｓ
ｄｘ －Ｑｓ ＝０

（８）

　　边界条件为：
固支端

ｕ＝０，ｗ＝０，＝０，ｗ′＝０ （９）

　　简支端

ｕ＝０，ｗ＝０，Ｍ ＝０，Ｍｓ ＝０ （１０）

　　将式（５）代入式（６）、式（７）、式（８）可得到

Ａ１１ ｄｄｘ
ｄｕ
ｄｘ＋

１
２
ｄｗ
ｄ（ ）ｘ［ ］２ ＋Ｂ１１ －ｄ３　ｗｄｘ（ ）３ ＋Ｅ１１ ｄ３　ｗｄｘ３ －ｄ

２

ｄｘ（ ）２ ＝０ （１１）

Ａ１１ ｄｄｘ
ｄｕ
ｄｘ＋

１
２
ｄｗ
ｄ（ ）ｘ［ ］２　ｄｗｄ｛ ｝ｘ ＋Ｂ１１ｄ

３　ｕ
ｄｘ３－Ｄ１１

ｄ４　ｗ
ｄｘ４ ＋Ｅ１１

ｄ
ｄｘ

ｄ２　ｗ
ｄｘ２ －

ｄ
ｄ（ ）ｘ ｄｗｄ［ ］ｘ ＋
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Ｆ１１ ｄ
４　ｗ
ｄｘ４ －

ｄ３
ｄｘ（ ）３ －（Ｐ＋ＮＴ）ｄ２　ｗｄｘ２ ＝０ （１２）

Ｅ１１ ｄｄｘ
ｄｕ
ｄｘ＋

１
２
ｄｗ
ｄ（ ）ｘ［ ］２ －Ｆ１１ｄ３　ｗｄｘ３ ＋Ｈ１１ ｄ

３　ｗ
ｄｘ３ －

ｄ２
ｄｘ（ ）２ －Ａ５５ ｄｗｄｘ－（ ） ＝０ （１３）

　　将式（１１）对ｘ积分一次得到

Ａ１１ ｄｕｄｘ＋
１
２
ｄｗ
ｄ（ ）ｘ［ ］２ ＋Ｂ１１ －ｄ２　ｗｄｘ（ ）２ ＋Ｅ１１ ｄ２　ｗｄｘ２ －ｄｄ（ ）ｘ ＝Ｃ１ （１４）

　　从式（１４）可得出

ｕ＝－１２∫
ｘ

０

ｄｗ
ｄ（ ）ｘ

２

ｄｘ＋Ｂ１１Ａ１１
ｄｗ
ｄｘ－

Ｅ１１
Ａ１１

ｄｗ
ｄｘ－（ ） ＋Ｃ１Ａ１１ｘ＋Ｃ２ （１５）

　　根据式（５）中知Ｂ１１＝Ｅ１１＝０，由固支端和简支端的边界条件ｕ（０）＝ｕ（ｌ）＝０，得到

Ｃ２ ＝０，　Ｃ１ ＝Ａ１１２ｌ∫
ｌ

０

ｄｗ
ｄ（ ）ｘ

２

ｄｘ （１６）

　　将式（１６）代入式（１４）得到

ｄｕ
ｄｘ＋

１
２
ｄｗ
ｄ（ ）ｘ

２

＝－１２ｌ∫
ｌ

０

ｄｗ
ｄ（ ）ｘ

２

ｄｘ＋Ｂ１１Ａ１１
ｄ２　ｗ
ｄｘ２ －

Ｅ１１
Ａ１１

ｄ２　ｗ
ｄｘ２ －

ｄ
ｄ（ ）ｘ （１７）

　　对式（１７）两边对ｘ求导一次得到

ｄ
ｄｘ
ｄｕ
ｄｘ＋

１
２
ｄｗ
ｄ（ ）ｘ［ ］２ ＝Ｂ１１Ａ１１ ｄ

３　ｗ
ｄｘ３ －

Ｅ１１
Ａ１１

ｄ３　ｗ
ｄｘ３ －

ｄ２
ｄｘ（ ）２ （１８）

　　对式（１８）两边再对ｘ求导一次整理后得到

ｄ３　ｕ
ｄｘ３ ＝－

ｄ
ｄｘ
ｄｗ
ｄｘ
ｄ２　ｗ
ｄｘ（ ）２ ＋Ｂ１１Ａ１１ ｄ

４　ｗ
ｄｘ４ －

Ｅ１１
Ａ１１

ｄ４　ｗ
ｄｘ４ －

ｄ３
ｄｘ（ ）３ （１９）

　　将式（１７）、式（１８）、式（１９）代入式（７）、式（８）得到

ｍ１ｄ
４　ｗ
ｄｘ４ ＋

ｍ０
２ｌ∫

ｌ

０

ｄｗ
ｄ（ ）ｘ

２

ｄｘ－（Ｐ＋ＮＴ［ ］）ｄ２　ｗｄｘ２ ＋ｍ２ｄ
３
φ
ｄｘ３ ＝０

（２０）

ｍ３ｄ
３　ｗ
ｄｘ３ －ｍ４

ｄ２
ｄｘ２－ｍ５

ｄｗ
ｄｘ－（ ） ＝０ （２１）

式中，ｍ０＝Ａ１１；ｍ１＝
Ｂ２１１
Ａ１１－

Ｂ１１Ｅ１１
Ａ１１ －Ｄ１１＋Ｆ１１；ｍ２＝

Ｂ１１Ｅ１１
Ａ１１ －Ｆ１１；ｍ３＝Ｈ１１－Ｆ１１－

Ｅ２１１
Ａ１１＋

Ｂ１１Ｅ１１
Ａ１１

；ｍ４＝－

Ｅ２１１
Ａ１１＋Ｈ１１

；ｍ５＝Ａ５５。

式（２０）、式（２１）便是关于横向挠度和转角的非线性积分—微分方程。
对于两端简支梁：

根据式（５）中可知Ｂ１１＝Ｅ１１＝０，由式（５）得到

Ｍ ＝Ｄ１１（－ｗ″）＋Ｆ１１（ｗ″－′）－Ｍ
Ｔ；

Ｍｓ ＝Ｆ１１（－ｗ″）＋Ｈ１１（ｗ″－′）－Ｍ
Ｔ
ｓ。

　　由式（５）中可知Ｄ１１，Ｆ１１，Ｈ１１都不为０，由式（１０）给出的两端简支梁的边界条件

ｗ（０）＝ｗ（ｌ）＝Ｍ（０）＝Ｍ（ｌ）＝Ｍｓ（０）＝Ｍｓ（ｌ）＝０。

　　可以将两端简支梁的边界条件可以转化为

ｗ（０）＝ｗ（ｌ）＝ｗ″（０）＝ｗ″（ｌ）＝′（０）＝′（ｌ）＝０。

　　由文献［１５］知，第一阶屈曲模态是结构唯一稳定的平衡位置。假设两端简支梁下的位移函数为

ｗ（ｘ）＝ａｓｉｎπｘ（ ）ｌ ，　（ｘ）＝ｂ　ｃｏｓπ
ｘ（ ）ｌ （２２）

　　将式（２２）代入式（２０）、式（２１）可以得到如下的表达式

ｍ１π２

ｌ２ ａ－
ｍ０π２

４ｌ２ａ
３＋（Ｐ＋ＮＴ）ａ＋π

４　ｍ３＋π２ｌ２　ｍ５
π２ｌ２　ｍ４＋ｌ４　ｍ５

ｍ２ａ＝０ （２３）
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　　可以看出，式（２３）有３个解，第一解：ａ＝０反映梁前屈曲的直线平衡状态；剩下两个解：ａ≠０，反映梁

后屈曲的稳定平衡位置状态。可以求出梁的后屈曲幅值（即跨中挠度）为

ａ＝± ２
π ｍ槡 ０

（Ｐ＋ＮＴ）ｌ２＋ｍ１π２＋π
４　ｍ３＋π２ｌ２　ｍ５
π２　ｍ４＋ｌ２　ｍ５

ｍ槡 ２ （２４）

舍去式（２３）中非线性项也可以得到临界屈曲荷载为

（Ｐ＋ＮＴ）ｃｒ ＝－π
２

ｌ２
ｍ１＋ｍ２π

２　ｍ３＋ｌ２　ｍ５
π２　ｍ４＋ｌ２ｍ（ ）

５
（２５）

对于两端固支梁：
由边界条件ｗ（０）＝ｗ（ｌ）＝ｗ′（０）＝ｗ′（ｌ）＝（０）＝（ｌ）＝０，假设两端固支梁下的位移函数为

ｗ（ｘ）＝ａ１－ｃｏｓ　２πｘ（ ）［ ］ｌ
，　（ｘ）＝ｂ　ｓｉｎ　２π

ｘ（ ）ｌ （２６）

将式（２６）代入式（２０）、式（２１）可以得到如下表达式

４ｍ１π２

ｌ２ ａ－
ｍ０π２

ｌ２ ａ
３＋（Ｐ＋ＮＴ）ａ＋１６π

４　ｍ３＋４π２ｌ２　ｍ５
４π２ｌ２　ｍ４＋ｌ４　ｍ５

ｍ２ａ＝０ （２７）

同样可以求出后屈曲幅值（即跨中挠度）为

２ａ＝± ２
π ｍ槡 ０

（Ｐ＋ＮＴ）ｌ２＋４ｍ１π２＋１６π
４　ｍ３＋４π２ｌ２　ｍ５
４π２　ｍ４＋ｌ２　ｍ５

ｍ槡 ２ （２８）

　　舍去非线性项可以得到临界屈曲荷载为

（Ｐ＋ＮＴ）ｃｒ ＝－４π
２

ｌ２
ｍ１＋ｍ２４π

２　ｍ３＋ｌ２　ｍ５
４π２　ｍ４＋ｌ２ｍ（ ）

５
（２９）

　　对应于经典的欧拉梁理论，当不考虑热内力时，由式（２５）和式（２９）可得到

两端简支：Ｐｃｒ＝－π
２

ｌ２ｍ１
，两端固定：Ｐｃｒ＝－４π

２

ｌ２ｍ１
。

这和材料力学中的公式是一致的。
对应于Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ梁理论，当不考虑轴心压力时，由式（２５）和式（２９）可得到两端简支和两端固支的

热屈曲荷载值。
两端简支

ＮＴｃｒ ＝－π
２

ｌ２ｍ２
π２　ｍ３＋κｓｌ２　ｍ５
π２　ｍ４＋κｓｌ２　ｍ５

（３０）

　　两端固定

ＮＴｃｒ ＝－４π
２

ｌ２ｍ２
４π２　ｍ３＋κｓｌ２　ｍ５
４π２　ｍ４＋κｓｌ２　ｍ５

（３１）

式中，κｓ 为剪切修正系数 κｓ＝（ ）５６ ，经比较式（３０）和式（３１）的表达式和文献［９］结果相同。

３　理论结果分析

通过上述分析，得到了两端简支梁和两端固支梁的临界屈曲荷载值和后屈曲幅值（梁的横向挠度最

大值），并与相关文献进行了对比分析，可以看出此理论可以包含经典的欧拉梁理论和Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ理论，
还能包含各种高阶剪切变形理论。

３．１　长细比对临界屈曲荷载的影响

图１和图２分别给出了不考虑热荷载作用下的两端简支梁和固支梁下不同梁理论下得出的临界屈曲

载荷与欧拉梁理论得出的临界屈曲载荷之比随长细比的变化曲线，从图中可以看出，比值随着长细比的

增大而增大，各种高阶剪切变形理论计算出的临界屈曲荷载基本相同。而对于两端简支梁：当ｌ／ｈ＞２０，
计算结果接近欧拉梁理论；两端固支梁：当ｌ／ｈ＞４０，计算结果接近欧拉梁理论。
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图１ 　临界屈曲载荷与欧拉梁理论之比随长细比的变化
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图２ 　临界屈曲载荷与欧拉梁理论之比随长细比的变化

（两端固支梁）

３．２　温度和轴向荷载下对梁后屈曲幅值的影响

为了分析温度和轴向荷载下对梁后屈曲幅值的影响，假定泊松比ｖ＝０．３，热膨胀系数ａ＝１０－６／℃。
为便于分析，以无量纲轴向荷载Ｐｌ２／Ｅｂｈ３ 为横坐标，梁跨中挠度（ａ／ｈ）或（２ａ／ｈ）为纵坐标，得出两端简支

梁和两端固支梁分别在不同温度变化下梁的中点挠度与无量纲轴向荷载的变化曲线，图３～图６表明：随
着温度升高，梁的屈曲荷载值下降但是梁中点挠度值升高，这是由于梁的刚度削减造成的。
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图３　两端简支梁（ｌ／ｈ＝１０）
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图４　两端简支梁（ｌ／ｈ＝３０）
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图５　两端固支梁（ｌ／ｈ＝１０）
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图６　两端固支梁（ｌ／ｈ＝２０）

４　结论

采用非线性高阶剪切变形理论，分析了两端简支和两端固支边界条件下的梁在不同长细比下的临界

屈曲荷载以及温度和荷载下梁的后屈曲幅值。研究表明：①长细比较小时，剪切变形对临界屈曲载荷值

的影响很大；随着长细比增大，逐渐接近欧拉梁理论得出的临界屈曲荷载值。②在温度和轴向荷载共同
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作用下，随着温度升高，梁的临界屈曲荷载值下降，梁中点挠度值逐渐变大。

参　考　文　献

［１］Ｅｉｓｌｅｙ　Ｊ　Ｇ．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｏｆ　ｅｌａｓｔｉｃ　ｂｅａｍｓ，ｒｉｎｇｓ，ａｎｄ　ｓｔｒｉｎｇｓ［Ｊ］．Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ　Ｒｅｖｉｅｗｓ，１９６３，１６（９）：６７７－６８０．
［２］Ｍａｓｕｒ　Ｅ　Ｆ．Ｂｕｃｋｌｉｎｇ，ｐｏｓｔ－ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ａｎｄ　ｌｉｍｉｔ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｃｏｍｐｌｅｔｅｌｙ　ｓｙｍｍｅｔｒｉｃ　ｅｌａｓｔｉｃ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒ－
ｎａｌ　ｏｆ　Ｓｏｌｉｄｓ　＆Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，１９７０，６（５）：５８７－６０４．

［３］Ｗａｎｇ　Ｃ　Ｙ．Ｐｏｓｔ－ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ｏｆ　ａ　ｃｌａｍｐｅｄ－ｓｉｍｐｌｙ　ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ　ｅｌａｓｔｉｃａ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｎｏｎ－Ｌｉｎｅａｒ　Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，

１９９７，３２（６）：１１１５－１１２２．
［４］Ａｙｄｏｇｄｕ　Ｍ．Ｔｈｅｒｍａｌ　ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｃｒｏｓｓ－ｐｌｙ　ｌａｍｉｎａｔｅｄ　ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ　ｂｅａｍｓ　ｗｉｔｈ　ｇｅｎｅｒａｌ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ［Ｊ］．
Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｓ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　＆Ｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，２００７，６７（６）：１０９６－１１０４．

［５］Ｋｉａｎｉ　Ｙ，Ｅｓｌａｍｉ　Ｍ　Ｒ．Ｔｈｅｒｍａｌ　ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ　ｇｒａｄｅｄ　ｍａｔｅｒｉａｌ　ｂｅａｍｓ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｍｅ－
ｃｈａｎｉｃｓ　＆ Ｍａｔｅｒｉａｌｓ　ｉｎ　Ｄｅｓｉｇｎ，２０１０，６（３）：２２９－２３８．

［６］Ｅｍａｍ　Ｓ　Ａ．Ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｓｈｅａｒ－ｄｅｆｏｒｍａｂｌｅ　ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ　ｂｅａｍｓ　ｉｎ　ｐｏｓｔｂｕｃｋｌｉｎｇ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２０１２，９４（１）：２４－３０．
［７］Ｅｍａｍ　Ｓ　Ａ，Ｅｌｔａｈｅｒ　Ｍ　Ａ．Ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ａｎｄ　ｐｏｓｔｂｕｃｋｌｉｎｇ　ｏｆ　ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ　ｂｅａｍｓ　ｉｎ　ｈｙｇｒｏｔｈｅｒｍａｌ　ｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔｓ［Ｊ］．Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ
Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，２０１６，１５２：６６５－６７５．

［８］马连生，顾春龙．经典梁热过屈曲问题的解析解［Ｊ］．应用力学学报，２０１１，２８（４）：３７２－３７５．
［９］马连生，顾春龙．剪切可变形梁热过屈曲解析解［Ｊ］．工程力学，２０１２，２９（２）：１７２－１７６．
［１０］Ｓｉｍｓｅｋ　Ｍ．Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌ　ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ　ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌｌｙ　ｇｒａｄｅｄ　ｂｅａｍｓ　ｂｙ　ｕｓｉｎｇ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ　ｈｉｇｈｅｒ－ｏｒｄｅｒ　ｂｅａｍ　ｔｈｅｏｒｉｅｓ

［Ｊ］．Ｎｕｃｌｅａｒ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　＆Ｄｅｓｉｇｎ，２０１０，２４０（４）：６９７－７０５．
［１１］Ｒｅｄｄｙ　Ｊ　Ｎ．Ａ　ｓｉｍｐｌｅ　ｈｉｇｈｅｒ－ｏｒｄｅｒ　ｔｈｅｏｒｙ　ｆｏｒ　ｌａｍｉｎａｔｅｄ　ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ　ｐｌａｔｅｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ａｐｐｌｉｅｄ　Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ，１９８４，５１

（４）：７４５－７５２．
［１２］Ｔｏｕｒａｔｉｅｒ　Ｍ．Ａｎ　ｅｆｆｉｃｉｅｎｔ　ｓｔａｎｄａｒｄ　ｐｌａｔｅ　ｔｈｅｏｒｙ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ　Ｓｃｉｅｎｃｅ，１９９１，２９（８）：

９０１－９１６．
［１３］Ｓｏｌｄａｔｏｓ　Ｋ　Ｐ．Ａ　ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ　ｓｈｅａｒ　ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｔｈｅｏｒｙ　ｆｏｒ　ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ　ｍｏｎｏｃｌｉｎｉｃ　ｐｌａｔｅｓ［Ｊ］．Ａｃｔａ　Ｍｅｃｈａｎｉｃａ，１９９２，９４

（３／４）：１９５－２２０．
［１４］Ｋａｒａｍａ　Ｍ，Ａｆａｑ　Ｋ　Ｓ，Ｍｉｓｔｏｕ　Ｓ．Ｍｅｃｈａｎｉｃａｌ　ｂｅｈａｖｉｏｕｒ　ｏｆ　ｌａｍｉｎａｔｅｄ　ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ　ｂｅａｍ　ｂｙ　ｔｈｅ　ｎｅｗ　ｍｕｌｔｉ－ｌａｙｅｒｅｄ　ｌａｍｉｎａｔ－
ｅｄ　ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ　ｍｏｄｅｌ　ｗｉｔｈ　ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅ　ｓｈｅａｒ　ｓｔｒｅｓｓ　ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙ［Ｊ］．Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ　Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｓｏｌｉｄｓ　＆Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ，

２００３，４０（６）：１５２５－１５４６．
［１５］Ｎａｙｆｅｈ　Ａ　Ｈ，Ｅｍａｍ　Ｓ　Ａ．Ｅｘａｃｔ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｓｔａｂｉｌｉｔｙ　ｏｆ　ｐｏｓｔｂｕｃｋｌｉｎｇ　ｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｂｅａｍｓ［Ｊ］．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　Ｄｙｎａｍ－
ｉｃｓ，２００８，５４（４）：３９５－４０８．

Ｔｈｅ　Ｔｈｅｒｍａｌ　Ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ａｎｄ　Ｐｏｓｔ－ｂｕｃｋｌｉｎｇ　Ａｎａｌｙｓｉｓ　ｏｆ　Ｂｅａｍ
Ｂａｓｅｄ　ｏｎ　Ｈｉｇｈ－ｏｒｄｅｒ　Ｓｈｅａｒ　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ　Ｔｈｅｏｒｙ

Ｙｕ　Ｘｕｇｕａｎｇ１，　Ｓｈｅｎ　Ｘｉｎｇｘｉｎｇ１，　Ｚｈｅｎｇ　Ｈｏｎｇ２

（１．Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ　ｏｆ　Ａｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒａｌ　ａｎｄ　Ｃｈｅｍｉｓｔｒｙ，Ｔａｎｇｓｈａｎ　Ｐｏｌｙｔｅｃｈｎｉｃ　Ｃｏｌｌｅｇｅ，Ｔａｎｇｓｈａｎ　０６３２９９，Ｃｈｉｎａ；

２．Ｓｃｈｏｏｌ　ｏｆ　Ｃｉｖｉｌ　Ｅｎｇｉｍｅｅｒｉｎｇ，Ｃｈａｎｇ’ａｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｘｉ’ａｎ　７１００６１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｈｅ　ｂｅａｍ　ｂａｌａｎｃｅ　ｅｑｕａｔｉｏｎ　ｏｆ　ａｘｉａｌ　ｌｏａｄ　ａｎｄ　ｕｎｉｆｏｒｍ　ｈｅａｔ　ｌｏａｄ　ｉｓ　ｄｅｄｕｃｅｄ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｔｈｅ
ｈｉｇｈ－ｏｒｄｅｒ　ｓｈｅａｒ　ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｔｈｅｏｒｙ　ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ，ａｎｄ　ｔｈｅ　ｔｈｒｅｅ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｅｑｕａｔｉｏｎｓ　ａｒｅ　ｒｅｄｕｃｅｄ　ｉｎｔｏ
ｔｗｏ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｉｎｔｅｇｒａｌ－ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　ｅｑｕａｔｉｏｎｓ　ｏｎ　ｌａｔｅｒａｌ　ｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｒｏｔａｔｉｏｎ．Ｔｈｅ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ｌｏａｄ
ａｎｄ　ｐｏｓｔ－ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ　ｉｓ　ｓｏｌｖｅｄ　ｂａｓｅｄ　ｏｎ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｓｉｍｐｌｙ　ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ　ｂｅａｍｓ　ａｎｄ
ｃｌａｍｐｅｄ－ｃｌａｍｐｅｄ　ｂｅａｍ．Ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ｓｈｏｗ　ｔｈａｔ　ｔｈｅ　ｉｎｆｌｕｅｎｃｅ　ｏｆ　ｓｈｅａｒ　ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｏｎ　ｔｈｅ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｂｕｃｋｌｉｎｇ
ｌｏａｄ　ｉｓ　ｏｂｖｉｏｕｓ　ｔｏ　ｔｈｅ　ｓｌｅｎｄｅｒ　ｂｅａｍ　ｗｈｅｎ　ｔｈｅ　ｓｌｅｎｄｅｒｎｅｓｓ　ｒａｔｉｏ　ｉｓ　ｓｍａｌｌ．Ｗｈｅｎ　ｔｈｅ　ｓｌｅｎｄｅｒｎｅｓｓ　ｒａｔｉｏ　ｉｓ
ｌａｒｇｅ，ｔｈｅ　ｒｅｓｕｌｔｓ　ａｒｅ　ｖｅｒｙ　ｃｌｏｓｅ　ｔｏ　ｔｈｅ　Ｅｕｌｅｒ　ｂｅａｍ　ｔｈｅｏｒｙ．Ｕｎｄｅｒ　ｔｈｅ　ｃｏｍｂｉｎｅｄ　ｅｆｆｅｃｔ　ｏｆ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ　ａｎｄ
ａｘｉａｌ　ｌｏａｄ，ｔｈｅ　ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ｌｏａｄ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｂｅａｍ　ｄｅｃｒｅａｓｅｓ　ｗｉｔｈ　ｔｈｅ　ｉｎｃｒｅａｓｅ　ｏｆ　ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ，ｂｕｔ　ｔｈｅ　ｄｅ－
ｆｌｅｃｔｉｏｎ　ｖａｌｕｅ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｂｅａｍ　ｉｓ　ｉｎｃｒｅａｓｅｄ．

Ｋｅｙ　ｗｏｒｄｓ：ｈｉｇｈｅｒ－ｏｒｄｅｒ　ｓｈｅａｒ　ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎ　ｔｈｅｏｒｙ；ａｘｉａｌ　ｌｏａｄ；ｕｎｉｆｏｒｍ　ｔｈｅｒｍａｌ　ｌｏａｄ；ｃｒｉｔｉｃａｌ　ｂｕｃｋ－
ｌｉｎｇ　ｌｏａｄ；ｐｏｓｔ－ｂｕｃｋｌｉｎｇ　ａｍｐｌｉｔｕｄｅ


