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一种负刚度动力吸振器的数值参数优化
邢昭阳，　申永军，　邢海军
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　　摘要：提出了一种含有负刚度元件的动力吸振器，发现该系统难以通过解析推导进行参数优
化。以动力吸振器主系统的振幅放大因子为控制目标，采用序列二次规划算法对其进行了参数优
化。首先，以Ｄｅｎ　Ｈａｒｔｏｇ提出的Ｖｏｉｇｔ模型和一种被动负刚度动力吸振器模型为例，验证了数值优
化方法在Ｈ∞优化中的正确性；然后，对所提出的动力吸振器模型进行了数值参数优化，与多种动
力吸振器在简谐激励与随机激励下进行了对比，说明了所提出的模型具有良好的振动控制性能。
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０　引言

动力吸振器（ｄｙｎａｍｉｃ　ｖｉｂｒａｔｉｏｎ　ａｂｓｏｒｂｅｒ，ＤＶＡ）作为一种抑制系统振动的设备已经广泛应用于工程
领域。自Ｆｒａｈｍ［１］发明第一个ＤＶＡ以来，很多学者便以提高ＤＶＡ的减振效果为目标对ＤＶＡ的结构进
行了改进与优化，形成了３种传统的模型：Ｖｏｉｇｔ型ＤＶＡ［２］、接地型ＤＶＡ［３］和三要素型ＤＶＡ［４］，在实际工
程中可以根据不同的使用条件和要求选择合适的模型。目前，由Ｄｅｎ　Ｈａｒｔｏｇ［５］和Ｏｒｍｏｎｄｒｏｙｄ［２］提出的
固定点理论被广泛应用于ＤＶＡ的参数优化，成为国内外认可的经典理论。由于通过固定点理论求得的

ＤＶＡ的最优参数并非是精确解，Ｎｉｓｈｉｈａｒａ和Ａｓａｍｉ［６－８］推导得到了ＤＶＡ的级数解，发现与固定点理论推
导的结果非常接近。经典的ＤＶＡ虽然能够有效减小主系统振动，但只对高频振动效果明显，当主系统受
到低频激扰时，它们的减振效果会明显变差。近些年来，学者们发现负刚度元件能够提高振动控制系统
的控制性能。负刚度的概念由 Ｍｏｌｙｎｅｗｘ［９］首次提出。为了提高振动控制的性能，Ａｌａｂｕｚｈｅｖ　ｅｔ　ａｌ［１０］提
出在隔振系统中使用负刚度装置。Ｌａｋｅｓ　ｅｔ　ａｌ［１１］研究发现负刚度元件本身是不稳定的，需要与正刚度元
件并联使用才能发挥作用。彭献等［１２－１３］从能量角度分析了正、负刚度并联系统的工作原理，并且提出了
基于正、负刚度并联使用的准零刚度隔振器的设计方法。彭解华等［１４］强调了正、负刚度元件并联使用的
稳定性问题，从能量角度推导了弹性系统静态稳定性的刚度准则。彭海波等［１５－１７］基于负刚度元件的稳定
性提出预加荷载使主系统产生的最大位移不大于固定点处响应值时，系统将处于稳定状态，研究发现在３
种经典的ＤＶＡ模型中加入接地负刚度元件能够提高ＤＶＡ的减振效果。
序列二次规划算法收敛性好、计算效率高，是一种求解约束非线性优化问题的有效方法［１８－２０］。Ｍａｔ－

ｌａｂ作为目前科学与工程计算的主流软件，其优化工具箱中有许多优化函数，其中ｆｍｉｎｉｍａｘ函数基于序
列二次规划法可以用来求解最大值最小化问题。由于在动力吸振系统中，主系统的幅频曲线存在２个峰
值，Ｈ∞优化的最终目的是为了让这２个峰值等高且尽可能地降低，本质上是最大值最小化问题，可以应
用ｆｍｉｎｉｍａｘ函数对ＤＶＡ进行优化设计。本文提出了一种含有负刚度元件的动力吸振器模型，由于推导
公式比较复杂，首先利用 Ｍａｔｌａｂ优化工具箱编写了优化程序，验证了程序的有效性与正确性，然后对所
提出的模型进行了数值参数优化设计，得到了该模型的局部最优参数，与其他模型对比发现本文模型具
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图１　动力吸振器模型

有良好的减振性能。

１　动力吸振器模型

图１所示为本文提出的含有负刚度元件的动力吸振器模
型，其中，ｍ１ 为主系统质量；ｍ２ 为吸振器质量；ｋ１ 为主系统刚
度；ｋ２ 为吸振器刚度；ｋ３ 为接地负刚度元件的刚度；ｃ２ 为阻尼
器的阻尼；ｘ１、ｘ２ 分别为主系统的位移和动力吸振器的位移，
主系统与接地负刚度元件同时受到振幅为ｘ０、频率为ω的简
谐位移激励。
根据牛顿第二定律可以得到该系统的动力学微分方程为

ｍ１̈ｘ１＋ｋ１（ｘ１－ｘ０ｅｊωｔ）＋ｋ１（ｘ１－ｘ２）＋ｃ２（ｘ１－ｘ２）＝０
ｍ２̈ｘ２＋ｋ２（ｘ２－ｘ１）＋ｃ２（ｘ２－ｘ１）＋ｋ３（ｘ２－ｘ０ｅｊωｔ）烅
烄

烆 ＝０
（１）

引入参数μ＝ｍ２／ｍ１，ω１＝ ｋ１／ｍ槡 １，ω２＝ ｋ２／ｍ槡 ２，ξ２＝ｃ２／２ｍ２ω２，ｎ＝ｋ３／ｋ２，式（１）可化为

ｘ̈１＋ω２１（ｘ１－ｘ０ｅｊωｔ）＋μω
２
２（ｘ１－ｘ２）＋２μω２ξ２（ｘ１－ｘ２）＝０

ｘ̈２＋ω２２（ｘ２－ｘ１）＋２ω２ξ２（ｘ２－ｘ１）＋ｎω
２
２（ｘ２－ｘ０ｅｊωｔ）烅

烄

烆 ＝０
（２）

设解的形式为ｘ１＝Ｘ１ｅｊωｔ，ｘ２＝Ｘ２ｅｊωｔ并代入式（２）得到

Ｘ１＝［ｘ０（ｊＡ１＋Ｂ１）］／（ｊＣ１＋Ｄ１） （３）

式中，Ａ１＝２ωω２（ω２１ξ２＋ｎω
２
２μ）；Ｂ１＝ω

２
１＋（－ω２＋（１＋ｎ）ω２２）＋ｎμω

４
２；Ｃ１＝－２ωω２ξ２（ω

２
１＋ｎω２２μ－（ω

２（１＋μ））；

Ｄ１＝ω４＋ω２２［（１＋ｎ）ω２１＋ｎω２２μ］－ω
２［ω２１＋ω２２（１＋ｎ＋μ）］。

进一步求得主系统的振幅放大因子

Ａ２＝｜Ｘ１／ｘ０｜２＝（ξ
２
２Ａ２２＋Ｂ２２）／（ξ

２
２Ｃ２２＋Ｄ２２） （４）

式中，Ａ２＝２βλ（１＋ｎμβ
２）；Ｂ２＝（１＋ｎ）β

２－λ２＋ｎμβ
４；Ｃ２＝２βλ［１＋ｎμβ

２－λ２（１＋μ）］；Ｄ２＝（１＋ｎ）β
２＋λ４＋

ｎμβ
４－λ２［１＋β

２（１＋ｎ＋μ）］。

图２　在不同阻尼比下的归一化幅频曲线

由固定点理论易证归一化的幅频曲线均通过２个独
立于阻尼比的点，也就是该模型主系统幅频曲线的固定
点。图２中给出了阻尼比分别为０．２、０．４和０．６时的归
一化幅频曲线，从图中可以看出对于不同的阻尼比，曲线
均通过Ｐ、Ｑ两点。从理论角度看，该模型可以运用固定
点理论进行参数优化设计，但是负刚度项的存在使得解析
公式较为复杂，于是尝试用数值优化方法对系统参数进行
优化设计。

２　动力吸振器的数值优化方法

２．１　数值优化方法的 Ｍａｔｌａｂ实现
对于一般的ＤＶＡ来说，系统的频率比与阻尼比的数值分别为在区间［０，２］与［０，１］内，于是ＤＶＡ的

Ｈ∞优化数学模型可以表示为

ｍｉｎ
β，ξ

ｍａｘ
０＜β＜２
０＜ξ＜１

［Ａ（β，ξ
烅
烄

烆
烍
烌

烎

）］ （５）

式中，β和ξ分别为系统的频率比和阻尼比；Ａ是以频率比和阻尼比作为变量的函数。

Ｍａｔｌａｂ优化工具箱中自带的ｆｍｉｎｉｍａｘ函数可以直接调用，不需要进行复杂的程序编写，其使用方法
为［２１］：［ｘ，ｆｖａｌ，ｍａｘｆｖａｌ］＝ｆｍｉｎｉｍａｘ（＠ｆｕｎ，ｘ０，ａ，ｂ，Ａｅｑ，Ｂｅｑ，ｌｂ，ｕｂ），其中，ｘ为最优化的目标函数值对应的自
变量，ｆｖａｌ为目标函数值，ｍａｘｆｖａｌ为目标函数的最大值，ｆｕｎ为目标函数，ｘ０ 为自变量的初值（可以用随机数
产生），ａ、ｂ为线性不等式约束ａｘ≤ｂ，Ａｅｑ、Ｂｅｑ为线性等式约束，ｌｂ、ｕｂ为自变量的下界与上界。
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在使用该函数时有一些需要注意的问题：该函数对自变量的初值ｘ０ 的选取比较敏感，选择不同的初

图３　局部最优解和全局最优解

值可能会得到不同的结果，因此为了使数据真实有效，对文中出
现的每个模型均使用随机数作为自变量的初值并运行了１００
次。为了得到有意义的系统参数，尽管把系统的频率比与阻尼
比的取值范围设为［０，２］与［０，１］，有时可能会在此区间内得到
局部最优解和全局最优解，如图３所示，其中 Ｍ 处为局部最优
解，Ｎ 处为全局最优解，这时能够使主系统位移的时间历程曲线
收敛的解才是ＤＶＡ的最优参数。

２．２　数值优化方法的验证
为了验证数值优化方法的正确性，使用该方法对图４所示的Ｖｏｉｇｔ模型以及图５所示的含有负刚度

元件的Ｖｏｉｇｔ模型进行了研究。

图４　Ｖｏｉｇｔ型动力吸振器 图５　含负刚度元件的Ｖｏｉｇｔ模型

２．２．１　Ｖｏｉｇｔ型ＤＶＡ的数值优化

文献［８］给出了Ｖｏｉｇｔ型ＤＶＡ的最优参数解析式βｏｐｔ＝１／（１＋μ），ξ２ｏｐｔ＝ ３μ／８（１＋μ槡 ）。将ＤＶＡ的
频率比β和阻尼比ξ２ 作为设计变量，以β和ξ２ 的取值范围作为约束条件，将该模型主系统的振幅放大因
子作为目标函数，使用数值优化方法对ＤＶＡ进行了参数优化设计。取质量比μ＝０．１，通过数值优化得
到了小数点后４位精度的频率比和阻尼比的数
值最优解，表１给出了当μ＝０．１时，由解析法和
数值优化方法求解的最优参数值及两者之间的

偏差。

表１　Ｖｏｉｇｔ模型的最优参数

最优参数 解析法 数值优化 偏差／％
最优频率比βｏｐｔ ０．９０９　１　 ０．９０９　１　 ０
最优阻尼比ξ２ｏｐｔ ０．１８４　６　 ０．１８５　５　 ０．４８

　　比较表１中的最优参数值，发现由２种方法求得的

图６　Ｖｏｉｇｔ型ＤＶＡ主系统归一化的幅频曲线

最优频率比完全相同，最优阻尼比之间存在极小的偏
差。这是由于 在使用解析法求解最优阻尼比时，为了
使固定点处于幅频曲线的最高点，使振幅放大因子Ａｖ
分别对２个固定点的横坐标求导即（Ａ２ｖ／λ２Ｐ）＝０与
（Ａ２ｖ／λ２Ｑ）＝０，最终求得了２个不同的阻尼比ξＰ 和ξＱ。
为了取得比较好的减振效果，选取了二者的平均值作为
最优的阻尼比，因此用解析法求得的最优阻尼比实际上
是一个近似值，用数值优化方法求解得到的最优阻尼比
解析法求出的数值更精确，尽管如此，２种方法求得的
数值偏差仅为０．４８％，几乎可以忽略。由２种方法得
到的归一化的幅频曲线如图６所示。图７给出了２种
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方法求得的最优参数随质量比的变化曲线。

图７　最优参数随质量比的变化曲线

从图６中可以看出，由数值优化方法和解析法得到的主系统幅频曲线几乎完全重合，图７中由２种
方法得到的最优频率比曲线完全吻合，而最优阻尼比的曲线稍有偏离，其原因已在上文给出，属于正常现
象。据此判断该数值优化方法适用于Ｖｏｉｇｔ型ＤＶＡ。

２．２．２　含负刚度的Ｖｏｉｇｔ模型的数值优化
图５所示的含负刚度元件的Ｖｏｉｇｔ模型，其主系统受到振幅为ｘ０、频率为ω的简谐位移激励，彭海波

等［１５］研究了该模型主系统受到振幅为Ｆ０、频率为ω的简谐力激励时的减振效果。经过简单的推导，发现
在受到相同频率的位移激励和力激励的情况下，主系统的振幅放大因子完全相同。利用固定点理论及负
刚度理论可以得到解析方法下图５所示模型的最优参数表达式［１５］

βｏｐｔ＝
１

ｎ＋（１＋μ）槡 ２

ξ２ｏｐｔ＝ μ（３＋３ｎ＋３μ＋２ｎμ）
８（１＋μ）

２＋４（２＋μ）［ｎ
２＋２ｎ（１＋μ槡 ）］

ｎｏｐｔ＝－１＋μ（２＋μ）＋（１＋μ）μ（２＋μ槡

烅

烄

烆 ）

（６）

进一步整理后得到

βｏｐｔ＝
１

（１＋μ）μ（２＋μ槡槡 ）

ξ２ｏｐｔ＝
１
２
μ＋ μ（２＋μ槡 ）

１＋槡 μ

ｎｏｐｔ＝（１＋μ） －１－μ＋ μ（２＋μ槡槡

烅

烄

烆 ）

（７）

下面使用数值优化方法对该模型进行优化，选取质量比μ＝０．１，得到了２组频率比、阻尼比和负刚度
比的数值解

βｐ＝１．４２４

ξ２ｐ＝０．３８１
ｎｐ＝－０．
烅
烄

烆 ７０２

（８）

βｑ＝２．０００

ξ２ｑ＝０．３０４
ｎｑ＝－０．
烅
烄

烆 ８４６

（９）

通过观察主系统的位移时间历程曲线是否收敛可以验证２组参数的有效性。使用式（８）和式（９）中
得到的优化参数，分别绘制了当λ＝１时主系统位移的时间历程曲线如图８（ａ）和图８（ｂ）所示，当系统使
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用式（８）中的参数时，主系统的位移时程曲线才能够收敛，因此这组参数是该模型的最优参数。表２汇总
了μ＝０．１时解析法和数值优化方法得出的最优参数值及两者之间的偏差，比较各参数发现２种方法得
到的最优负刚度比偏差极小，最优频率比的偏差不超过２％，最优阻尼比的偏差较大。结合式（６）可知，由
于数值优化方法与解析法得到的最优参数ｎｏｐｔ存在微小的偏差，在βｏｐｔ和ξ２ｏｐｔ中该偏差被放大了。除此之
外，与Ｖｏｉｇｔ型ＤＶＡ的情况相同，在求解ξ２ｏｐｔ时将２个固定点处求得的最优值ξＰ 和ξＱ 的平均值作为最优
参数是最优阻尼比偏差较大的主要原因。

图８　主系统位移时间历程

图９　归一化的主系统幅频响应曲线

表２　含负刚度元件的Ｖｏｉｇｔ模型的最优参数

最优参数 解析法 数值优化 偏差／％

最优频率比βｏｐｔ １．４０８　５　 １．４２４　２　 １．５７

最优阻尼比ξ２ｏｐｔ ０．３５６　２　 ０．３８１　４　 ７．０７

最优负刚度比ｎｏｐｔ －０．７０５　９ －０．７０２　０　 ０．３９

　　为了更直观地比较２种方法的优化效果，在各自最优
参数下绘制了主系统归一化的幅频响应曲线如图９所示。
从图９中可以看出数值优化达到了与解析法相近的优化
效果，实现了共振峰值的完全等高设计，而且数值优化相
比于解析法绘制的幅频曲线的峰值要更低，达到了更好的
优化效果。
通过上述分析，将基于ｆｍｉｎｉｍａｘ函数的数值优化方法应用于ＤＶＡ的参数优化设计，达到了与解析

法相同的优化效果，验证了该数值优化方法在ＤＶＡ优化设计中的可行性，为动力吸振器的参数优化提供
了一种方法。

３　动力吸振器的数值优化

３．１　最优参数的求解及验证
将图１所示模型的频率比β、阻尼比ξ２ 和负刚度比ｎ作为设计变量，以β、ξ２ 和ｎ的取值范围作为约束

条件，将式（４）中主系统的振幅放大因子作为目标函数，选取质量比μ＝０．１，使用数值优化方法对ＤＶＡ
进行了参数优化设计。随机产生初始点ｘ０ 运行了１００次后发现得到了很多组不同的解（由于这些解并不
能帮助得到本模型的最优参数，并未在文中列出），与图３中描述的情况类似，其中还存在一些导致主系
统位移时程曲线发散的解。出现该现象的原因是ｆｍｉｎｉｍａｘ函数对初值ｘ０ 比较敏感，对于该模型来说较
难找到有意义的最优解，但是发现通过数值优化方法求得的频率比数值几乎都位于区间［１．９，２］，这说明
该模型的最优频率比就在此区间内。于是通过减小频率比的上界，试图寻找该系统的局部最优解，当频
率比的上界减小到一定值后，无论随机产生的初值ｘ０ 为何值，经过多次循环后只会得到同一组数据，这
组数据便是该系统的局部最优解。每次将上界减小０．１，最终在频率比上界为１．９时得到了１００组相同
的数据：βｏｐｔ＝１．９００，ξ２ｏｐｔ＝０．３３７，ｎｏｐｔ＝－０．７３４。将这组参数代入到式（４），绘制了主系统归一化的幅频
曲线，并通过绘制主系统位移时程曲线和四阶荣格库塔法进行了验证，如图１０所示，图１０（ａ）中给出了主
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系统的位移时程曲线；图１０（ｂ）中给出了主系统归一化的幅频曲线。

图１０　数值优化参数的验证

从图１０看出，主系统的位移时程曲线是收敛的，由数值优化方法和四阶荣格库塔法得到的幅频曲线
吻合良好，说明数值优化方法求得的最优参数在本系统中是正确且有意义的。尽管通过数值优化方法得
到的最优频率精度只有小数点后一位，但是该模型仍然具有优良的减振性能，其最大振幅放大因子数值
在１附近，且幅频曲线的第一个共振峰几乎位于λ＝０处，说明该系统具有较低的谐振频率。

３．２　与其他模型的对比

图１１　随机激励时间历程

在实际工程中大部分激励为随机激励，因此进一步研究了
主系统在随机激励下的响应，构建了１００　ｓ均值为０、方差为１
的随机位移激励，其时间历程如图１１所示，主系统不附加ＤＶＡ
的位移响应如图１２（ａ）所示。选取主系统质量为ｍ１＝１　ｋｇ、质
量比μ＝０．１、主系统刚度为ｋ１＝１００　Ｎ／ｍ，根据文献［５］、文献
［１５］和本文得到的最优参数绘制了主系统附加３种不同ＤＶＡ
的位移响应曲线如图１２（ｂ）～图１２（ｄ）所示。观察图１２可以发
现，本文模型相比于其他模型具有更优良的减振性能。

图１２　主系统时间历程

４　结论

研究了一种含负刚度的低频动力吸振器，由于该模型很难通过解析法进行研究，提出了一种基于动
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力吸振器 Ｈ∞优化的数值优化方法，并验证了该方法的正确性，使用数值优化方法对该模型进行了参数优
化。研究发现当质量比μ＝０．１时，通过数值优化方法得到了系统的最优频率比、最优阻尼比和最优负刚
度比分别为：βｏｐｔ＝１．９００，ξ２ｏｐｔ＝０．３３７，ｎｏｐｔ＝－０．７３４，尽管并没有得到非常精确的系统参数，但是其幅频
曲线的第一个共振峰几乎位于λ＝０处，且最大振幅放大因子数值在１附近，说明该系统具有较低的谐振
频率，在简谐激励与随机激励下与其他模型相比，本文模型能够更大程度地抑制系统振动，表现出了优良
的减振性能。进一步研究表明，本文提出的数值优化方法还能够对主系统含阻尼的模型进行参数优化设
计，该方法为一些复杂而难以进行解析推导的线性系统提供了一种可行的优化方案。
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