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基于量纲分析法的地运动折合位移势规律研究
何　增１，　浦锡锋１，　王海兵１，　王智环１，２，　田　宙１
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　　摘要：地运动折合位移势是空腔解耦爆炸、应力波传播、地下爆炸、地震耦合效应等研究中

的重要物理量。将数值计算与量纲分析相结合，分析了折合位移势关于载荷和材料模型参数的

依赖关系，建立了一定条件下折合位移势的经验估算公式，并使用最小二乘法和牛顿迭代法拟

合得到了待定系数。该公式定量地反映了折合位移势与空腔半径、压力峰值、作用时间、介质密

度、屈服强度和弹性模量之间的函数关系，计算值与程序的模拟值吻合较好，可为折合位移势的

预测提供有效参考。在此基础上讨论了折合位移势的变化规律。
关键词：量纲分析；折合位移势；最小二乘法；规律研究
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０　引言

折合位移势在应力波理论、地下爆炸现象学和地震学等领域具有广泛的应用背景［１］。李孝兰［２］较为

系统地介绍了空腔解耦爆炸的基础理论知识，指出折合位移势是一个与距离无关的函数，因而在地震波

运动的分析中极为方便。朱号锋等［３］利用一维球对称有限差分数值计算源程序模拟了硬岩中地下强爆

炸的震源函数，得到了地下爆炸的折合位移势及其源频谱。肖卫国等［４－５］开展了不同介质和不同方式地

下爆炸地震耦合效应的实验测量和数值模拟工作。卢强等［６］基于标准线性固体模型，给出了球面应力波

的折合位移势在Ｌａｐｌａｃｅ域的理论解，并指出折合位移势的稳态值的依赖关系。
可以看出，当前对折合位移势的研究在理论、实验和数值均有涉及。由于折合位移势对载荷特征、本

构关系和材料参数的依赖极为复杂，而量纲分析是对复杂问题进行初步分析的有效方法，在爆炸力学等

领域得到了广泛应用［７］。如 李 丽 萍 等［８］采 用 量 纲 分 析 建 立 了 爆 炸 冲 击 波 效 应 靶 模 型，并 开 展 了 实 验 研

究；赵传荣等［９］对影响冲击波压力峰值和脉冲宽度的因素进行量纲分析，建立了经验模型并开展了实例

分析；钟巍等［１０］基于量纲分析推导了爆炸冲击波作用后钢化玻璃碎片质量与飞散距离的函数关系式，并

通过实测数据验证了公式的合理性。

为了快速估算和探索规律，对折合位移势的稳态值进行了量纲分析。通过观察地运动模拟结果的分

布特点，给出了一定条件下折合位移势的５个经验估算公式。采用最小二乘法确定了拟合参数，计算结

果表明公式的误差约为１０％。最后，利用所得公式讨论了空腔半径、压力峰值、作用时间、介质密度、屈服

强度和弹性模量对折合位移势的影响规律。

１　数值模拟的基本情况

采用Ｌａｇｒａｎｇｅ结构动力学计算程序［１１－１２］，计算了无限大弹塑性介质中球形空腔表面作用三角衰减

的载荷，得到了介质中应力波衰减的情况，积累了大量地运动的模拟结果。球形空腔用半径Ｒ表征；压力

载荷用压力峰值ｐ０ 和作用时间Ｔ表征；采用弹性 －线性硬化塑性模型描述介质的本构关系，模型参数主

要包括：密度ρ、弹性模量Ｅ、泊松比μ、屈服强度Ｙ、塑性硬化模量Ｅｔ。
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本文主要关心折合位移势ψ，表１列出了计算中空腔半径Ｒ、压力峰值ｐ０、作用时间ｔ和屈服强度Ｙ
的取值情况。介质密度ρ、弹性模量Ｅ、泊松比μ、塑性硬化模量Ｅｔ 均固定。

表１　数值计算中的参数取值

Ｒ／ｃｍ　 ｐ０／ＧＰａ　 ｔ／ｍｓ　 Ｙ／ＧＰａ　 Ｒ／ｃｍ　 ｐ０／ＧＰａ　 ｔ／ｍｓ　 Ｙ／ＧＰａ

１１２．７４　 ０．０２　 ０．５　 ０．０３　 ２２８．５８　 ０．５ — ０．２

１４２．０５　 ０．０５　 １．０ ０．０４ — ０．８ — ０．３

１６８．４２　 ０．１　 ２．０ ０．０５ — １．０ — ０．５

２０２．９５　 ０．２ — ０．０８ — １．５ — —

２１２．１９　 ０．３ — ０．１０５ — ２．０ — —

　　图１给出了空腔半 径１１２．７４　ｃｍ、压 力 峰 值０．３　ＧＰａ、作 用 时 间１　ｍｓ情 形 下 的 折 合 位 移 势 曲 线。
可以观察到，折合位移势在１０．０～１７．５　ｍｓ之间 基 本 保 持 不 变，故 数 据 处 理 中 统 一 取１５　ｍｓ时 刻 的 折

图１　３种屈服强度下的折合位移势曲线

合位移势为稳 态 值，记 作ψ∞。进 一 步 将 折 合 位 移 势 的

稳态区域放大可 以 发 现：对Ｙ＝０．０３　ＧＰａ，位 移 势 的 范

围在６０６．３　ｃｍ３＜ψ＜６１７．３　ｃｍ
３，波 动 幅 度 为０．９０％；

对Ｙ＝ ０．３　ＧＰａ，位 移 势 的 范 围 在２２．９８　ｃｍ３＜ψ＜
３１．８７　ｃｍ３，波动幅度 为１６．２％；对Ｙ＝０．５　ＧＰａ，位 移

势的范围在－３．２１０　ｃｍ３＜ψ＜６．２９１　ｃｍ
３，波 动 幅 度 为

３０８％。可以看出，位移势的变化幅度Δψ≈１０　ｃｍ
３，因此

只有 当ψ较 大 时 才 能 认 为 在 反 射 波 到 达 前 保 持 稳 定。
在分 析 中，将 忽 略ψ∞ ＜１００　ｃｍ

３（本 质 上 是ψ∞／Ｒ
３＜

６．９７９×１０－５，见下文）的模拟结果，并在不引起混淆时简

称ψ∞ 为折合位移势。

２　数值模拟的基本情况

２．１　无量纲量的确定

基于线性代数的程序化无量纲量求解方法进行量纲分析［７，１０］。决定折合位移势ψ∞ 的主要物理量包

括：空腔半径Ｒ；表征压力载荷的压力峰值ｐ０ 和作用时间ｔ；表征介质特性的密度ρ、弹性模量Ｅ、泊松比

μ、屈服强度Ｙ、塑性硬化模量Ｅｔ。该问题所涉及物理量的单位和量纲总结在表２中。
表２　相关物理量的单位和量纲

物理量 单位 量纲 物理量 单位 量纲 物理量 单位 量纲

ψ∞ ｃｍ３　 Ｌ３　 ｔ　 ｍｓ　 Ｔ μ １　 ＳＩ

Ｒ　 ｃｍ　 Ｌ ρ ｇ／ｃｍ３　 ＭＬ－３　 Ｙ　 ＧＰａ　 ＭＬ－１　Ｔ－２

ｐ０ ＧＰａ　 ＭＬ－１　Ｔ－２　 Ｅ　 ＧＰａ　 ＭＬ－１　Ｔ－２　 Ｅｔ ＧＰａ　 ＭＬ－１　Ｔ－２

　　由表２可知，该问题共有９个变量，涉及３个基本量纲（Ｌ，Ｍ和Ｔ），故可形成６个无量纲量。根据问

题的特点，选择球形空腔半径Ｒ、载荷作用时间ｔ和介质弹性模量Ｅ 组成基本量对其他物理量进行无量纲

化，即参考量纲矩阵Ａ与原始量纲矩阵Ｂ分别为

Ａ＝

１　０ －１
０　０　 １
熿

燀

燄

燅０ １ －２

ＴＬ
Ｍ
Ｔ

Ｒ　ｔ　 Ｅ

（１）

Ｂ＝

１　０ －１ －１ －３　０ －１ －１　３
０　０　 １　 １　 １　 ０　 １　 １　 ０
熿

燀

燄

燅０　１ －２ －２　 ０　 ０ －２ －２　０

ＴＬ
Ｍ
Ｔ

Ｒ　ｔ　 Ｅ　 ｐ０　ρ　 μ　 Ｙ　 Ｅｔ　ψ∞

（２）
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根据转换矩阵的计算公式Ｍ ＝ＢＡ－１，可得

Ｍ＝

１　０　０　０ －２　０　０　０　３
０　１　０　０　 ２　 ０　０　０　０
熿

燀

燄

燅０ ０ １ １ １ ０ １ １ ０

ＴＬ
Ｍ
Ｔ

Ｒ　ｔ　Ｅ　ｐ０　ρ　 μ　Ｙ　Ｅｔψ∞

（３）

由此可计算６个无量纲量，结果如下：π４＝ｐ０Ｅ＝ｐ０
；π５＝ ρ

Ｒ－２ｔ２　Ｅ＝ρ
；π６＝μ；π７＝

Ｙ
Ｅ＝Ｙ

；π８＝
Ｅｔ
Ｅ＝Ｅｔ

；π９＝

ψ∞
Ｒ３＝ψ∞

。其中，利用ｑ表示ｑ无量纲化后的结果。为便于讨论，引入等价的无量纲作用时间ｔ以改写ρ

ｔ＝ ｔ
ρ／槡 ＥＲ

＝ｃｔＲ
（４）

式中，ｃ为介质的弹性波速，ｃ＝ Ｅ／槡 ρ。此外，无量纲折合位移势ψ∞ 的表达式与文献［６］的结论一致，也表

明了上述无量纲化的合理性。

２．２　无量纲表达式的确定

将因变量ψ∞ 写成其他无量纲量的显式形式

ψ∞＝ｆ（ｐ０，ｔ；μ，Ｙ，Ｅｔ） （５）
在数值模拟中，由于弹性模量Ｅ、泊松比μ、塑性硬化模量Ｅｔ 保持不变，因此式（５）可简化为

ψ∞＝ｆ（ｐ０，ｔ，Ｙ） （６）
接下来根据数值模拟结果“猜测”待定函数ｆ的形式并确定相关参数，基本原则是：符合物理、形式简

单、参数规律。为便于行文，记ｙ＝ψ∞，ｘ１＝ｐ０，ｘ２＝ｔ，ｘ３＝Ｙ，即ｙ、ｘ１、ｘ２ 和ｘ３ 分别代表折合位移势、压力

峰值、作用时间和屈服强度的无量纲量。

２．２．１　ｙ与ｘ１ 之间的依赖关系ｙ＝ｆ１（ｘ１）
为了研究ｙ与ｘ１ 之间的依赖关系ｆ１（ｘ１），需固定ｘ２ 与ｘ３。图２给出了Ｙ＝０．１０５　ＧＰａ，Ｒ＝１１２．７４　ｃｍ，

ｔ分别取０．５　ｍｓ、１．０ｍｓ和２．０ｍｓ的计算结果。可以明显观察到，ｙ与ｘ１ 呈正相关关系，其物理含义是折合

位移势随压力峰值的增大而增大。进一步，当ｐ０＝０时，折合位移势应取零，即要求ｆ１（ｘ１＝０）＝０。

图２　ｙ与ｘ１ 之间的依赖关系ｆ１（固定Ｙ＝０．１０５ＧＰａ，Ｒ＝１１２．７４ｃｍ）

图２中进一步给出了线性函数ｆ１１＝ａ１′ｘ１、抛物线函数ｆ１２＝ａ１′ｘ１＋ａ２′ｘ２１ 与幂函数ｆ３＝ａ１′ｘａ２′１ ３种

形式的拟合情况，表３列出了相应的参数拟合结果。可以看到，抛物线函数和幂函数的结果拟合较好，且幂

函数的指数基本稳定在１．２９１。此外，对ｆ１１而言：

ｘ２１∶ｘ２２∶ｘ２３＝１∶２∶４；ａ１′（ｘ２１）∶ａ１′（ｘ２２）∶
ａ１′（ｘ２３）＝１∶１．１７０∶１．２８４。

ｆ１２和ｆ１３的 参 数 也 有 类 型 现 象，这 表 明ｙ与

ｘ２ 呈正相关关系，但增速低于正比。

表３　３种形式ｆ１ 的参数拟合结果

ｔ／ｍｓ　 ａ１′ｘ１ ａ１′ｘ１＋ａ２′ｘ２１ ａ１′ｘａ２′１
０．５　 ０．２７４　７ （０．１７８　６，１２．７０） （１．２０６，１．３００）

１．０ ０．３２１　５ （０．２１１　３，１４．６７） （１．３５４，１．２９１）

２．０ ０．３５２　７ （０．２３５　１，１５．６６） （１．４２５，１．２８３）
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２．２．２　ｙ与ｘ２ 之间的依赖关系ｙ＝ｆ２（ｘ２）
为了研究ｙ与ｘ２ 之间的依赖关系ｆ２（ｘ２），需固定ｘ１ 与ｘ３。图３给出了Ｙ＝０．１０５　ＧＰａ，ｐ０ 分别取

０．２　ＧＰａ、０．５　ＧＰａ、１．０ＧＰａ和２．０ＧＰａ的计算结果（ｐ０≤０．１　ＧＰａ的折合位移势过小，故舍掉），其中空腔

半径Ｒ和作用时间ｔ取表１中所有值。可以明显观察到，ｙ与ｘ２ 呈正相关关系，但增速低于正比，与上文

的结论一致。进一步，当ｔ＝０时，折合位移势应取零，即要求

ｆ２（ｘ２＝０）＝０ （７）

图３进一步给出了幂函数ｆ２１＝ｂ１′ｘｂ２′２ 、指数函数ｆ２２＝ｂ１′＋ｂ２′ｅｂ３′ｘ２与ｆ２３＝ｂ１′－ｂ１′ｅｂ２′ｘ２３种形式的

拟合情况，表４列出了相应的参数拟合结果。可以看到，ｆ２１和ｆ２３符合式（７）的要求但拟合度较差，ｆ２２拟

合度很好但违反式（７）的要求。

图３　ｙ与ｘ２ 之间的依赖关系ｆ２（ｘ２）（固定Ｙ＝０．１０５ＧＰａ）

表４　３种形式ｆ２ 的参数拟合结果

ｐ０／ＧＰａ　 ｂ１′ｘｂ２′２ ｂ１′＋ｂ２′ｅｂ３′ｘ２ ｂ１′－ｂ１′ｅｂ２′ｘ２

０．２ （３．１８Ｅ－５，０．４３３　７） （１．００Ｅ－４，－９．６４Ｅ－５，－０．２１３　６） （９．７３Ｅ－５，－０．２３６　７）

０．５ （２．９１Ｅ－４，０．２６９　９） （５．８７Ｅ－４，－４．１２Ｅ－３，－０．２３７　４） （５．１６Ｅ－４，－０．４７９　３）

１．０ （８．３９Ｅ－４，０．２３６　８） （１．５５Ｅ－３，－９．９３Ｅ－４，－０．２４７　３） （１．３６Ｅ－３，－０．５５７　９）

２．０ （２．０２Ｅ－３，０．２２３　４） （３．６０Ｅ－３，－２．２１Ｅ－３，－０．２４９　０） （３．１５Ｅ－３，－０．５９４　１）

　　另一方面，对模拟结果ｙ和ｘ２ 取对数，见图４。图４中还给出了抛物线函数ｌｎ　ｆ２１＝ｂ１′＋ｂ２′ｌｎ　ｘ２＋
ｂ２′（ｌｎ　ｘ２）２、幂函数ｌｎ　ｆ２２＝ｂ１′（ｌｎ　ｘ２）ｂ２′与指数函数ｌｎ　ｆ２３＝ｂ１′＋ｂ２′ｅｂ３′ｌｎ　ｘ２的拟合情况，相应的参数见表

５。可以看出，３个函数的拟 合 度 都 很 好，且 幂 函 数 的 指 数ｂ２′和 指 数 函 数 的 系 数ｂ３′的 数 值 比 较 稳 定。
（ｌｎ　ｘ２，ｙ）和（ｘ２，ｌｎ　ｙ）的拟合结果与（ｌｎ　ｘ２，ｌｎ　ｙ）类似，根据形式简单原则，不再列出。
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图４　ｌｎ　ｙ与ｌｎ　ｘ２ 之间的依赖关系ｌｎ　ｆ２（固定Ｙ＝０．１０５ＧＰａ）

表５　３种形式ｌｎ　ｆ２ 的参数拟合结果

ｐ０／ＧＰａ　 ｂ１′＋ｂ２′ｌｎ　ｘ２＋ｂ２′（ｌｎ　ｘ２）２　 ｂ１′（ｌｎ　ｘ２）ｂ２′ ｂ１′＋ｂ２′ｅｂ３′ｌｎ　ｘ２

０．２ （－１０．８６，１．０４６，－０．１６６　２） （－９．９６０，－０．０７６　５） （－８．９２５，－２．１３１，－０．７１０　５）

０．５ （－８．３８７，０．５７９　７，－０．０８６　８） （－７．８８４，－０．０５６　５） （－７．２０７，－１．２６０，－０．６１０　９）

１．０ （－７．２９６，０．５０８　１，－０．０７６　５） （－６．８５５，－０．０５６　７） （－６．２７０，－１．０９６，－０．６１７　８）

２．０ （－６．３９９，０．４７４　８，－０．０７１　１） （－５．９８７，－０．０６１　０） （－５．４３２，－１．０３１，－０．６０９　２）

２．２．３　ｙ与ｘ３ 之间的依赖关系ｙ＝ｆ３（ｘ３）
为了研究ｙ与ｘ３ 之间的依赖关系ｆ３（ｘ３），需固定ｘ１ 与ｘ２。图５给出了Ｒ＝１１２．７４ｃｍ，ｐ０＝２．０ＧＰａ，

ｔ分别取０．５　ｍｓ、１．０ｍｓ和２．０ｍｓ的计算结果。可以清晰地看出，ｌｎ　ｙ与ｘ３ 符合线性关系

ｌｎ　ｙ＝ｃ１′＋ｃ２′ｘ３ｙ＝Ｃ１′ｅＣ２′ｘ３ （８）

图５　ｌｎ　ｙ与ｘ３ 之间的依赖关系ｌｎ　ｆ３（固定Ｙ＝２．０ＧＰａ，Ｒ＝１１２．７４ｃｍ）

　　其物理含义是折合位移势随着屈服强度的增大而指数衰减。表６列出了相应的参数拟合结果。
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表６　ｆ３ 的参数拟合结果

ｔ／ｍｓ　 ｌｎ　ｙ＝ｃ１′＋ｃ２′ｘ３

０．５ （－０．５７１　０，－３２３．１）

１．０ （－５．５６７，－２９５．０）

２．０ （－５．４８１，－２８３．１）

２．２．４　ｙ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）的表达式

上文分别确定了ｆ１、ｆ２ 和ｆ３ 的形式，总结一下：ｆ１（ｘ１）取抛物线函数与幂函数较佳；ｆ２（ｘ２）取指数函

数（无ｂ１′＋ｂ２′＝０约束），或者ｌｎ　ｆ２（ｌｎ　ｘ２）取抛物线函数、幂函数或指数函数较佳；ｆ３（ｘ３）取指数函数，

即ｌｎ　ｆ３（ｘ３）取线性函数较佳。

假设在所关注的范围内，各自变量对因变量的影响是彼此独立的，即ｘ１、ｘ２ 和ｘ３ 并没有耦合在一起。

此外，根据简洁性原则，可考虑正常形式（ｘ，ｙ）和对数形式（ｌｎ　ｘ，ｌｎ　ｙ）２种类型的表达式。综上，考虑各

自变量的函数可写作

ｙ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）＝ｆ１（ｘ１）×ｆ２（ｘ２）×ｆ３（ｘ３） （９）
或

ｌｎ　ｙ＝ｆ（ｌｎ　ｘ１，ｌｎ　ｘ２，ｌｎ　ｘ３）＝ｆ１（ｌｎ　ｘ１）＋ｆ２（ｌｎ　ｘ２）＋ｆ３（ｌｎ　ｘ３） （１０）
（１）类型一：ｙ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）。ｙ＝ｆ（ｘ１，ｘ２，ｘ３）的候选表达式有２个，分别为

ｙ＝（ａ１′ｘ１＋ａ２′ｘ２１）×（ｂ１′＋ｂ２′ｅｂ３′ｘ２）×（ｃ１′ｅｃ２′ｘ３）＝（ａ１ｘ１＋ａ２ｘ２１）（１＋ａ３ｅａ４ｘ２）ｅａ５ｘ３ （１１）

ｙ＝（ａ１′ｘａ２′１ ）×（ｂ１′＋ｂ２′ｅｂ３′ｘ２）×（ｃ１′ｅｃ２′ｘ３）＝ａ１ｘａ２１ （１＋ａ３ｅａ４ｘ２）ｅａ５ｘ３ （１２）
（２）类型二：ｌｎ　ｙ＝ｆ（ｌｎ　ｘ１，ｌｎ　ｘ２，ｌｎ　ｘ３）。当ｆ１（ｘ１）的表达式取ａ１′ｘａ２′１ 比ａ１′ｘ１＋ａ２′ｘ２１ 在取对数

后的形式更简洁，故ｌｎ　ｙ＝ｆ（ｌｎ　ｘ１，ｌｎ　ｘ２，ｌｎ　ｘ３）的候选表达式有３个，分别为

ｌｎ　ｙ＝（ｌｎ　ａ１′＋ａ２′ｌｎ　ｘ１）＋ｂ１′（ｌｎ　ｘ２）ｂ２′＋（ｃ１′＋ｃ２′ｘ３）＝ａ１＋ａ２ｌｎ　ｘ１＋ａ３（ｌｎ　ｘ２）ａ４＋ａ５ｘ３ （１３）

ｌｎ　ｙ＝（ｌｎ　ａ１′＋ａ２′ｌｎ　ｘ１）＋［ｂ１′＋ｂ２′ｌｎ　ｘ２＋ｂ３′（ｌｎ　ｘ２）２］＋（ｃ１′＋ｃ２′ｘ３）＝
ａ１＋ａ２ｌｎ　ｘ１＋ａ３ｌｎ　ｘ２＋ａ４（ｌｎ　ｘ２）２＋ａ５ｘ３ （１４）

ｌｎ　ｙ＝（ｌｎ　ａ１′＋ａ２′ｌｎ　ｘ１）＋（ｂ１′＋ｂ２′ｅｂ３′ｌｎ　ｘ２）＋（ｃ１′＋ｃ２′ｘ３）＝ａ１＋ａ２ｌｎ　ｘ１＋ａ３ｅａ４ｌｎ　ｘ２＋ａ５ｘ３ （１５）

２．２．５　待定系数的求解

上述共计５个ｙ＝ｆ（ｘ）的表达式，每个表达式含５个待定系数ａ＝（ａ１，…，ａ５）Ｔ。使用最小二乘法

来确定ａ的具体数值。
为了同时描述２种表达式类型，用（Ｘ，Ｙ）统一表示模拟情况：对类型一，（Ｘ，Ｙ）＝ （ｘ，ｙ）；对类型

二，（Ｘ，Ｙ）＝ （ｌｎ　ｘ，ｌｎ　ｙ）。使用下标ｉ表示第ｉ次的模拟值，则理论值和模拟值的差值记作

ｄｉ（ａ）＝ｆ（Ｘｉ）－Ｙｉ （１６）

最小二乘法是使ｄｉ 的平方和Ｄ 最小，其中

Ｄ（ａ）＝∑
ｉ
ｄ２ｉ（ａ） （１７）

为此，要求Ｄ（ａ）对ａ的偏导数为零，即

ｇｊ（ａ）＝
Ｄ
ａｊ
＝０　ｊ＝１，…，５ （１８）

式（１８）是关于ａｊ（ｊ＝１，…，５）的非线性方程组，利用方程组的牛顿迭代法来解决该求根问题。记

Ｇ（ａ）＝（ｇ１，…，ｇ５）Ｔ，则牛顿迭代法的计算公式为

Ｇ′（ａ）Δａｋ＋１＝－Ｇ（ａｋ）

ａｋ＋１＝ａｋ＋Δａｋ｛ ＋１
（１９）

其中，Ｇ′（ａ）为向量函数Ｇ（ａ）的导数，即雅克比矩阵，其元素为

Ｇｉ，ｊ′＝
ｇｉ
ａｊ
＝ 

２　Ｄ
ａｉａｊ

＝Ｇｊ，ｉ′，　ｉ，ｊ＝１，…，５ （２０）
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３　结果与讨论

３．１　ｙ≥ｙｃ 的结果

选取如下计算条件下的模拟结果确定参数：（１）Ｒ和Ｔ取表１中所有值，ｐ０＝０．１，０．２，０．５，１．０，２．０
ＧＰａ，Ｙ＝０．１０５　ＧＰａ；（２）ｐ０、Ｔ和Ｙ取表１中所有值，Ｒ＝１１２．７４　ｃｍ。取无量纲位移势ｙ≥ｙｃ＝６．９７９×１０－５

的模拟结果进行拟合，共计２０３组。
牛顿迭代法的关键是提供合适的初值，而上文已对此作了初步拟合。表７给出了待定参数的收敛值

和平均相对误差。误差大于５０％的个数均为１５个。
表７　不同形式的ｆ在ｙ≥ｙｃ 的拟合结果

ｆ形式
拟合系数

ａ１ ａ２ ａ３ ａ４ ａ５
相对误差／％

式（１１） ０．１９６　１　 ４７．８３ －０．５２２　３ －０．１５２　３ －６０１．７　 １９．６
式（１２） ４．９６７　 １．４３８ －０．５４９　９ －０．１５７　７ －６１６．４　 １６．５
式（１３） －０．０７０　０　 １．４３８　 １．１６８　 ０．２９３　２ －６１７．４　 １６．３
式（１４） ０．７６９　７　 １．４３８　 ０．３６７　８ －０．０３７　０ －６１７．０　 １６．４
式（１５） １．９２２　 １．４３８ －１．２１０ －０．３８３　３ －６１７．２　 １６．４

　　从表７中可以看出，当ｆ１ 取幂函数形式ｆ１＝ａ１′ｘａ２′１ 、ｆ３ 取指数形式ｆ３＝ｃ１′ｅｘｐ（ｃ２′ｘ３）时，无论ｆ２
取何种形式，相对误差都相近，且ｘ１ 的指数ａ２≈１．４３８、ｘ３ 的斜率ａ５≈－６１７．０，变化范围不足１％，这可

能暗示在计算条件下，无量纲位移势对无量纲压力峰值的幂函数依赖、对无量纲屈服强度的指数依赖具

有普遍意义，但对无量纲作用时间的依赖关系并不明显。
以式（１２）为例，图６（ａ）比较了无量纲折合位移势的模拟值与计算值。在ｙ３×１０－４时，拟合值与模

拟值较为接近；在ｙ１０－４时，拟合值明显偏高。其他公式的结果是类似的。由于ｆ１ 和ｆ３ 的形式是固定

的（不含式（１１）的ｆ１），这也表明目前无法单纯根据模拟结果和量纲分析来确定ｆ２ 的最佳形式。

３．２　ｙ≥３ｙｃ 的结果

选取ｙ≥３ｙｃ 的模拟结果（共计１７７组）重新进行最小二乘法拟合，相应结果如图６（ｂ）和表８所示。
误差大于５０％的个数均 为２个。与ｙ≥ｙｃ 的 结 果 相 比，ｙ≥３ｙｃ 最 主 要 改 变 的 是 相 对 误 差 与 误 差 超 过

５０％的个数大幅减小，这也说明本文的表达式均不适合ｙ值小的情形。

图６　无量纲折合位移势的模拟值与计算值的比较

表８　不同形式的ｆ在ｙ≥３ｙｃ 的拟合结果

ｆ形式
拟合系数

ａ１ ａ２ ａ３ ａ４ ａ５
相对误差／％

式（１１） ０．２６２　０　 ２９．６０ －０．６６５　９ －０．２４０　８ －５１９．５　 １０．１
式（１２） ２．２８６　 １．３１５ －０．６６６　６ －０．２３２　６ －５３０．５　 ９．０５
式（１３） ６．５４６　 １．３１５ －６．１４７　 ０．０６９　４ －５３１．１　 ９．０５
式（１４） －０．０６７　３　 １．３１５　 ０．５４０　５ －０．０８０　１ －５３０．８　 ９．０４
式（１５） ０．９９５　８　 １．３１５ －１．１９４ －０．６８３　４ －５３１．０　 ９．０５
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３．３　折合位移势的规律性

以式（１２）为例讨论折合位移势的规律性。代入表８中的参数，可得折合位移势的经验公式为

ψ∞＝２．２８６×ｐ
１．３１５
０ × １－０．６６６　６ｅ－０．２３２　６（ ）ｔ ×ｅ－５３０．５Ｙ （２１）

其 使 用 条 件 为：压 力 载 荷 为 三 角 波，作 用 在 无 限 大 弹 塑 性 介 质 的 球 形 空 腔 表 面；无 量 纲 压 力 峰 值

９．５２４×１０－４≤ｐ≤９．５２４×１０－３；无量纲作用时间２．０２１≤ｔ≤１６．３９；泊松比μ＝０．１８；无量纲屈服强度

１．４２９×１０－４≤Ｙ≤２．３８１×１０－３；无量纲塑性硬化模量Ｅｔ＝０．５２３　８。式（２１）的量纲形式为

ψ∞＝２．２８６Ｒ
３× ｐ０（ ）Ｅ

１．３１５

× １－０．６６６　６ｅ－０．２３２　６
ｔ
ρ／槡（ ）ＥＲ ×ｅ－５３０．５

Ｙ
Ｅ （２２）

为了便于讨论，对式（２２）取对数，可得

ｌｎψ∞＝ｌｎ　ａ１＋３ｌｎ　Ｒ＋ａ２ｌｎ
ｐ０（ ）Ｅ ＋ｌｎ　ｆ２（Ｒ，ｔ，ρ，Ｅ）＋ａ５

Ｙ
Ｅ

（２３）

３．３．１　半径的影响

对ｌｎψ∞ 关于空腔半径Ｒ求偏导数，得

ｌｎψ∞
Ｒ ＝ １Ｒｆ２ ３ｆ２－ａ３ａ４ｔｅ

ａ４（ ）ｔ （２４）

图７　折合位移势随空腔半径的变化曲线

在ｔ的 范 围 内，式（２４）右 侧 括 号 内 的 函 数 大 于 零，从 而

ｌｎψ∞
Ｒ ＞０，这表明折合位移势随半径增加而增加。图７展示了

在ｐ０＝０．５　ＧＰａ、ｔ＝１．０ｍｓ、ρ＝２．４６　ｇ／ｃｍ
３、Ｅ＝２１０　ＧＰａ、Ｙ＝

０．１２０　ＧＰａ条件下由式（２２）计算得到的折合位移势随半径的变

化曲线，图中还标出了适用范围。

３．３．２　载荷的影响

（１）压力峰值的影响。对ｌｎψ∞ 关于压力峰值ｐ０ 求偏导数，
得

ｌｎψ∞
Ｒ ＝ａ２ｐ０＞０

（２５）

这表明折合位移势随压力峰值升高而增加。图８（ａ）展示了在Ｒ＝１５０　ｃｍ、ｔ＝１．０ｍｓ、ρ＝２．４６　ｇ／ｃｍ
３、

Ｅ＝２１０　ＧＰａ、Ｙ＝０．１２０　ＧＰａ条件下折合位移势随压力峰值的变化曲线及适用范围。
（２）作用时间的影响。对ｌｎψ∞ 关于作用时间ｔ求偏导数，得

ｌｎψ∞
ｔ ＝ａ３ａ４ｔｔｆ２ ｅ

ａ４ｔ＞０ （２６）

这表明折合位移势随作用时间增长而增加。图８（ｂ）展示了在Ｒ＝１５０　ｃｍ、ｐ０＝０．５　ＧＰａ、ρ＝２．４６
ｇ／ｃｍ３、Ｅ＝２１０　ＧＰａ、Ｙ＝０．１２０　ＧＰａ条件下折合位移势随作用时间的变化曲线及适用范围。

图８　折合位移势随压力载荷的变化曲线
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３．３．３　介质的影响

（１）密度的影响。对ｌｎψ∞ 关于介质密度ρ求偏导数，得

ｌｎψ∞
ρ

＝－ａ３ａ４ｔ２ρｆ２
ｅａ４ｔ＜０ （２７）

这表明折合位移势随介质密度增加而减小。图９（ａ）展示了在Ｒ＝１５０　ｃｍ、ｐ０＝０．５　ＧＰａ、ｔ＝１．０ｍｓ、ρ＝
２．４６　ｇ／ｃｍ３、Ｅ＝２１０　ＧＰａ、Ｙ＝０．１２０　ＧＰａ条件下折合位移势随介质密度的变化曲线及适用范围。

（２）屈服强度的影响。对ｌｎψ∞ 关于屈服强度Ｙ 求偏导数，得

ｌｎψ∞
Ｙ ＝ａ５Ｅ＜０

（２８）

这表明折合位移势随屈服强增强而减小。图９（ｂ）展示了在Ｒ＝１５０　ｃｍ、ｐ０＝０．５　ＧＰａ、ｔ＝１．０ｍｓ、ρ＝
２．４６　ｇ／ｃｍ３、Ｅ＝２１０　ＧＰａ条件下折合位移势随屈服强度的变化曲线及适用范围。

（３）弹性模量的影响。对ｌｎψ∞ 关于弹性模量Ｅ求偏导数，得

ｌｎψ∞
Ｅ ＝－１Ｅ ａ２－

ａ３ａ４ｔ
２ｆ２ｅ

ａ４ｔ＋ａ５（ ）ＹＥ （２９）

在Ｒ＝１５０　ｃｍ、ｐ０＝０．５　ＧＰａ、ｔ＝１．０ｍｓ、ρ＝２．４６　ｇ／ｃｍ
３、Ｙ＝０．１２０　ＧＰａ条件下，当Ｅ＜Ｅ＊ ＝５５．７５

ＧＰａ时，式（２９）大于零，表明折合位移势随弹性模量增强而增加；反之，当Ｅ＞Ｅ＊时，折合位移势随弹性

模量增强而减小。图９（ｃ）展示了相同条件下折合位移势随弹性模量的变化曲线及适用范围，并标注了最

大折合位移势ψ∞（Ｅ＊）＝３　４１７　ｃｍ
３ 的位置。

图９　折合位移势随介质参数的变化曲线

４　结论

本文主要通过量纲分析法研究地运动折合位移势稳态值的模拟结果。首先，简要介绍了数值模拟的

基本情况。其次，确定了该问题的９个主要物理量，根据π定理得到了６个无量纲量，并简化为无量纲位

移势ψ∞ 关于无量纲压力峰值ｐ０、作用时间ｔ和屈服强度Ｙ 的待定函数。然后，通过观察模拟数据的分布

特点分别确定了ｆ１（ｐ０）、ｆ２（ｔ）和ｆ３（Ｙ）的形式，并最终确定了ｆ（ｐ０，ｔ，Ｙ）的５种候选函数，还给出了待定

参数的求解细节。当无量纲位移势ψ∞＞２．０９４×１０
－４时，估算公式的计算结果与１７７组模拟数据吻合得

很好，平均误差在１０％左右。最后讨论了估算公式关于空腔、载荷和介质的规律性。
本文只是使用量纲分析的手段对折合位移势的规律性进行初探，还可从以下２个方面进行拓展。首

先，由于计算程序的限制，模型较为简单，个别参数的取值与典型值差距较大，后续可使用更复杂的模型、
更准确的参数重新计算和分析。其次，对于地下爆炸过程涉及到的其他物理量，如折合速度势、准静态压

力等，也可尝试利用量纲分析的方法进行处理。
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