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负刚度和空气弹簧并联的悬架系统的亚谐共振
曹计欢，　牛江川，　王　军

（石家庄铁道大学 机械工程学院，河北 石家庄　０５００４３）

　　摘要：研究了负刚度和空气弹簧并联的单自由度悬架系统在简谐激励下的１／３次 亚 谐 共

振。利用平均法得到了系统的近似解析解，利用龙格库塔法得到了系统的数值解，通过对比近

似解析解和数值解的幅频响应曲线，验证了近似解析解的准确性。分析了系统稳态解的存在条

件和稳定性，并详细分析了负刚度、空气弹簧以及系统阻尼对系统１／３次亚谐共振幅频响应及

存在条件的影响，为悬架系统的设计提供了一定的理论参考。
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悬架系统是车辆的关键部件，决定着行驶过程中车辆的平顺性、平稳性和安全性。因此，近年来许多

学者对悬架系统的动力学特性进行了研究。申永军等［１］利用最优控制理论对被动悬架的参数进行了优

化设计，提升了车辆的运行性能。樊明辉等［２－３］利用平均法对含有分数阶微积分的线性单自由度和二自

由度车辆悬架的动力学进行了理论分析。尹万建等［４］分析了在强迫激励下空气弹簧悬架系统的动力学

特性，得到了空气弹簧的力学和数学模型，其刚度特性既包括线性刚度，又包括非线性刚度。韦鹏等［５］分

析了分数阶ｄｕｆｆｉｎｇ振子的亚谐共振，用平均法得到了系统的近似解析解，并得到了系统的稳定性条件。
由于空气弹簧容易实现主动控制，因此空气弹簧悬架已经在客运汽车上广泛使用，并在一些高级轿车上

开始应用，例如美国的林肯和德国的Ｂｅｎｚ６００等轿车［６］。
近年来，负刚度的应用研究引起了学者们的注意。Ｐａｌｔｕｓ［７］首先将负刚度应用到隔振器件当中。高

丽杰［８］研究了正负刚度关联情况下车辆座椅的隔振技术，分析了正负刚度并联机构的隔振原理，获得了

良好的减震效果。纪晗等［９］提出基于负刚度原理减震系统和负刚度阻尼装置的２种实现思路，并详细分

析了附加负刚度阻尼装置可以显著提高结构的减震效果。王维锐等［１０］提出将负刚度控制策略用于半主

动悬架的控制，并探讨了基于磁流变液减振器的半主动悬架的实现方法。侯广全等［１１］应用负刚度原理来

降低悬架系统的固有频率，从而降低系统的振动传递，改善车辆的平顺性。顾信忠等［１２］研究了二自由度

负刚度悬架系统的动力学特性及其对车辆平顺性和操纵性能的影响。

图１　１／４悬架系统模型

由于亚谐共振也会对车辆的性能造成较大的影响，因此有必要对悬架

系统的亚谐共振进行研究，以避免共振的产生。现以负刚度和膜式空气弹

簧并联的１／４悬架系统为研究对象，利用近似解析解分析负刚度和空气弹

簧并联的车辆悬架系统的亚谐共振现象，并对稳态解的存在条件和稳定性

进行分析。

１　近似解析解

研究如图１所示的负刚度和空气弹簧并联在一起的悬架系统，其中，ｃ
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为考虑空气弹簧阻尼的悬架减振阻尼系数；ｚ０ 为外部激励，ｚ０＝Ｚ０ｃｏｓ　ｗｔ；ｍ为簧上质量；ｚ为悬架的垂向

位移；ｋ３ 为负刚度系数；Ｋ 为空气弹簧的刚度系数，且空气弹簧的恢复力可以表示为［１３］

Ｋ（ｚ－ｚ０）＝ｋ（ｚ－ｚ０）＋ｋ１（ｚ－ｚ０）２＋ｋ２（ｚ－ｚ０）３ （１）

式中，ｋ为空气弹簧的线性刚度系数；ｋ１、ｋ２ 分别为空气弹簧的２、３次非线性刚度系数。

根据牛顿第二运动定律，可以得到悬架系统的运动方程

ｍ̈ｚ＋Ｋ（ｚ－ｚ０）＋ｋ３（ｚ－ｚ０）＋ｃ（ｚ－ｚ０）＝０ （２）

将式（１）代入到式 （２）中，可以得到

ｍ̈ｚ＋ｃ（ｚ－ｚ０）＋（ｋ＋ｋ３）（ｚ－ｚ０）＋ｋ１（ｚ－ｚ０）２＋ｋ２（ｚ－ｚ０）３＝０ （３）

令ｘ＝ｚ－ｚ０，ω２０＝（ｋ＋ｋ３）／ｍ，２εμ＝ｃ／ｍ，εα１＝ｋ１／ｍ，εα２＝ｋ２／ｍ，Ｆ＝Ｆ１／ｍ，Ｆ１＝ｍＺ０ω
２，式（３）则可以

变换为

ｘ̈（ｔ）＋ω２０ｘ（ｔ）＋２εμｘ（ｔ）＋εα１ｘ
２（ｔ）＋εα２ｘ３（ｔ）＝Ｆｃｏｓ（ωｔ） （４）

研究系统的１／３次亚谐共振，即ω≈３ω０。引入１
９ω

２＝ω２０＋εσ，其中，σ为频率谐调参数，那么式（４）可

以变换为

ｘ̈（ｔ）＋１９ω
２　ｘ（ｔ）＝ε｛σｘ（ｔ）－２μｘ（ｔ）－α１ｘ

２（ｔ）－α２ｘ３（ｔ）｝＋Ｆｃｏｓ（ωｔ） （５）

根据平均法，式（５）的解可以设为

ｘ＝ａｃｏｓφ＋Ｂｃｏｓ（ωｔ） （６）

ｘ＝１３ωａｓｉｎφ－Ｂωｓｉｎ
（ωｔ） （７）

式中，φ＝
１
３ωｔ＋θ

；Ｂ＝－９Ｆ８ω２
。

根据式（５）、式（６）和式（７），可以得到

ａ＝－３ωＰｓｉｎφ

ａθ＝－３ωＰｃｏｓ
烅

烄

烆
φ

（８）

式中，Ｐ＝ε［σｘ（ｔ）－２μｘ（ｔ）－α１ｘ
２（ｔ）－α２ｘ３（ｔ）］＝

εσ［ａｃｏｓφ＋Ｂｃｏｓ（ωｔ）］－２μ －
１
３ωａｓｉｎφ－Ｂωｓｉｎ

（ωｔ［ ］）－ａ１［ａｃｏｓφ＋Ｂｃｏｓ（ωｔ）］２－α２［ａｃｏｓφ＋Ｂｃｏｓ（ωｔ）］｛ ｝３ 。
根据平均法，利用在一个周期内的平均值代替其慢变真值，则式（８）可改写为

ａ＝－ ３
２πω∫

２π

０
Ｐｓｉｎφｄφ

ａθ＝－ ３
２πω∫

２π

０
Ｐｃｏｓφｄ

烅

烄

烆
φ

（９）

经过计算，得到

ａ＝－εμａ＋
９εα２ａ２　Ｂ
８ω ｓｉｎ　３θ

ａθ＝－３εσａ２ω ＋
９εα２
８ω
（ａ３＋ａ２　Ｂｃｏｓ　３θ＋２ａＢ２

烅

烄

烆
）

（１０）

将悬架系统的原参数代入到式（１０）中，可以得到

ａ＝９ｋ２ａ
２　Ｂ

８ｍωｓｉｎ　３θ－
ａｃ
２ｍ

ａθ＝
９ｋ２ａ２　Ｂ
８ｍωｃｏｓ　３θ－

ａω
６＋

９ｋ２
８ｍω

（ａ３＋２ａＢ２）＋３ａ２ｍω
（ｋ＋ｋ３

烅

烄

烆
）

（１１）

根据式（６）和式（１１），则可以确定系统１／３次亚谐共振的近似解析解。
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２　定常解的存在条件及稳定性分析

２．１　１／３次亚谐共振解的存在条件

为了确定系统稳态响应定常解的振幅ａ和相位θ，令ａ＝０，θ＝０。由式（１１）可以得到

２７ｋ２ａＢｓｉｎ（３θ）＝１２ωｃ

２７ｋ２ａＢｃｏｓ（３θ）＝４ｍω２－２７ｋ２（ａ２＋２Ｂ２）－３６（ｋ＋ｋ３烅
烄

烆 ）
（１２）

消去式（１２）中的θ，得到系统的幅频响应方程

［４ｍω２－２７ｋ２（ａ２＋２Ｂ２）－３６（ｋ＋ｋ３）］２＋１４４ω２ｃ２＝７２９ｋ２２ａ２　Ｂ２ （１３）
以及相频响应方程

θ＝１３ａｒｃｔａｎ
１２ωｃ

４ｍω２－２７ｋ２（ａ２＋２Ｂ２）－３６（ｋ＋ｋ３）
（１４）

从式（１３）和式（１４）可以看出，系统的１／３次亚谐共振响应与空气弹簧的２次非线性刚度系数ｋ１ 无

关。将式（１３）展开，整理后得到

７２９ｋ２２ａ４＋ ５４ｋ２［５４ｋ２Ｂ２＋３６（ｋ＋ｋ３）－４ｍω２］－７２９ｋ２２Ｂ｛ ｝２　ａ２＋［５４ｋ２Ｂ２＋３６（ｋ＋ｋ３）－４ｍω２］２＋１４４ω２ｃ２＝０
（１５）

令ρ＝ａ
２，Ａ１＝７２９ｋ２２，Ｂ１＝５４ｋ２［５４ｋ２Ｂ２＋３６（ｋ＋ｋ３）－４ｍω２］－７２９ｋ２２Ｂ２，Ｃ１＝［５４ｋ２Ｂ２＋３６（ｋ＋ｋ３）－

４ｍω２］２＋１４４ω２ｃ２，则式（１５）可以化简为

Ａ１ρ
２＋Ｂ１ρ＋Ｃ１＝０ （１６）

由于Ａ１＞０和Ｃ１＞０，根据一元二次方程根的判据公式以及韦达定理可知，式（１６）存在正实根的条件

为

Ｂ１＜０
Ｂ２１≥４Ａ１Ｃ烅
烄

烆 １

（１７）

因此，可以得到１／３次亚谐共振存在的必要条件为

９Ｂ２ｋ２２≤８ｍεσ （１８）

－ｋ２Ｂ２　２　５５１．５ｋ２Ｂ２＋５４［３６（ｋ＋ｋ３）－４ｍω２｛ ｝］≥２８８ω２ｃ２ （１９）

由式（１８）可知σ＞０，说明１／３次亚谐共振发生在激励频率高于３ω０ 的范围内。将Ｂ＝－９Ｚ０／８代入

到式（１９），可以得到

ｋ２Ｚ２０ ４　３７４［４ｍω２－３６（ｋ＋ｋ３）］－２６１　５６９ｋ２Ｚ｛ ｝２０ ≥１８　４３２ω２ｃ２ （２０）

由式（２０）可以看出，定常解存在的条件除了与外部激励频率有关以外，还与系统的阻尼、３次非线性

刚度系数、线性刚度系数、负刚度系数以及外部激励的幅值有关，而且增大系统的阻尼可以避免１／３次亚

谐共振的发生。

２．２　定常解的稳定性

由式（１３）可知，系统在发生１／３次亚谐共振的情况下可能存在１个或者２个定常解，因此需要对定常

解的稳定性进行分析。令ａ－ａ＋Δａ，θ＝θ＋Δθ，代入到式（１１）进行线性化处理，得到

ｄΔａ
ｄｔ＝ －９ｋ２ａＢｓｉｎ　３θ４ｍω －ｃ２（ ）ｍ Δａ＋

２７ｋ２ａＢｃｏｓ　３θ
８ｍω Δθ （２１）

ｄΔθ
ｄｔ＝ －９ｋ２Ｂｃｏｓ　３θ８ｍω ＋９ｋ２ａ４ｍ（ ）ω Δａ－

２７ｋ２ａＢｓｉｎθ
８ｍω Δθ （２２）

利用式（１２）消去式（２１）和式（２２）中的θ，得到系统的特征行列式

ｄｅｔ

ｃ
２ｍ－λ Ｄ１

Ｄ２ －３ｃ２ｍ－

熿

燀

燄

燅
λ
＝０ （２３）
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式中，Ｄ１＝－
９（ｋ＋ｋ３）
２ｍω －２７ｋ２８ｍω

（ａ２＋２Ｂ２）＋ω２
；Ｄ２＝－

３（ｋ＋ｋ３）
２ｍ　ａω ＋ ９ｋ２

８ｍ　ａω
（ａ２＋２Ｂ２）－ω６［ ］ａ ＋９ｋ２ａ４ｍω

。

则可以得到系统的特征方程为

λ２＋ｃｍλ－
３ｃ２
４ｍ２－Ｄ１Ｄ２＝０

（２４）

由于系统的阻尼ｃ＞０，因此可以得到定常解的稳定条件为

３ｃ２
４ｍ２＋Ｄ１Ｄ２＜０

（２５）

将Ｂ＝－９Ｚ０／８代入到式（２５），展开后并化简可以得到

１４４ω２　ａｃ２＋１　２９６（ｋ＋ｋ３）２＋ １９　６８３４ ｋ２Ｚ２０－２８８ｍω（ ）２ （ｋ＋ｋ３）＋ ａ２＋８１３２Ｚ（ ）２０ ×
５９　０４９
３２ ｋ２Ｚ２０－２１６ｋ２ｍω２－７２９ｋ２２ａ（ ）２ ＋１６ｍ２ω４＋２１６ｋ２ｍω２　ａ２＜０ （２６）

由式（２６）可知，当系统的幅频响应存在２个定常解时，上枝响应是渐进稳定，而下枝响应是不稳定的

解［５］。在后续的分析中，主要研究系统的稳定解。

３　验证与分析

３．１　数值解验证

为了分析悬架系统的幅频响应特性，根据文献［１３］选取悬架系统的参数，如表１所示。另外，外部激

励幅值选取为Ｚ０＝０．０８ｍ。
表１　悬架系统参数表

参数 ｍ／ｋｇ　 ｃ／（Ｎｓ·ｍ－１） ｋ／（Ｎ·ｍ－１） ｋ１／（Ｎ·ｍ－２） ｋ２／（Ｎ·ｍ－３） ｋ３／（Ｎ·ｍ－１）

数值 １　０４０　 ２　５００　 ６４　５８０　 ２９２　９２０　 ２　６２０　０００ －１０　０００

图２　数值解与解析解比较

　　为了验证解析解的准确性，根据式（３）利用龙格库塔法

得到系统的幅频响应曲线，结果显示在图２中。根据式（６）
和式（１３）利用近似解析解也可以得到系统的幅频响应曲线，
也显示在图２中。在图２中，从系统的数值解可以看出系统

不但存在明显的主共振，也存在１／３次亚谐共振响应。在亚

谐共振区域，近似解析解和数值解的吻合程度较 高，而 且 近

似解析解的下枝响应曲线是不稳定的。

３．２　负刚度对亚谐共振的影响

分析负刚度对 系 统１／３次 亚 谐 共 振 幅 频 响 应 的 影 响。
分别选择ｋ３＝０，ｋ３＝ －１０　０００Ｎ／ｍ，ｋ３＝－２０　０００Ｎ／ｍ，

图３　负刚度对幅频响应的影响

其他参 数 保 持 不 变，利 用 近 似 解 析 解 得 到 系 统 的 幅 频 响 应 曲

线，如图３所示。由于悬架系统中的空气弹簧的线性刚度ｋ和

负刚度ｋ３ 可以合并处理，因此随着负刚度绝对值的增大，悬架

系统的线性刚 度 逐 渐 减 小，导 致 系 统 的 固 有 频 率 也 逐 渐 减 小，
产生１／３次亚谐共振的频率及其对应的幅值也会逐渐减小，但

对相同的激励频率，其稳定的共振振幅是略有增大的。在存在

亚谐共振的 情 况 下，负 刚 度 的 引 入 虽 然 可 以 改 善 车 辆 的 平 顺

性［１１］，但也会导致亚谐共振行为的提前发生。

３．３　非线性刚度对亚谐共振的影响

由于空气弹簧的２次非线性刚度系数ｋ１ 对系统的１／３次

亚谐共振幅频响应没有影响，在此分析空气弹簧的３次非线性
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刚度系数ｋ２ 对幅频响应的影响。设系统发生１／３次亚谐共振的最小共振频率为ωｒ，其对应的共振幅值为

ｘｒ。当３次非线性刚度系数从０到２　６２０　０００Ｎ／ｍ３ 变化时，其他参数保持不变，利用近似解析解得到系

图４　非线性刚度ｋ２ 对共振频率的影响

统共振频率曲线以及共振幅值曲线， 分别如图４和图５所示。ｋ２
值分别选择２　２２０　０００Ｎ／ｍ３、２　４２０　０００Ｎ／ｍ３、２　６２０　０００Ｎ／ｍ３，
利 用 近 似 解 析 解 得 到 系 统 的 幅 频 响 应 曲 线，如 图６所 示。从 图

４和 图５中 可 以 看 出，当 空 气 弹 簧 的 非 线 性 刚 度 系 数ｋ２ 增 大 到

１　３３４　０００Ｎ／ｍ３ 时，系统将会产生１／３次亚谐共振。此后，随着非

线性刚度系数ｋ２ 的增大，发生亚谐共振的频率及其对 应 的 幅 值 都

是减小的。从图６可以看出，当系统存在亚谐共振时，随着非线性

刚度系数ｋ２ 的增大，对于相同的激励频率，其对应的稳定的亚谐共

振幅值是逐渐减小的。

图５　非线性刚度ｋ２ 对共振幅值的影响 图６　非线性刚度ｋ２ 对幅频响应的影响

３．４　阻尼对亚谐共振的影响

当系统的阻尼系数ｃ从０到３　５００Ｎｓ／ｍ变化时，其他参数保持不变，利用近似解析解得到系统最小

共振频率曲线，如图７所示。ｃ值分别选择２　０００Ｎｓ／ｍ、２　５００Ｎｓ／ｍ、３　０００Ｎｓ／ｍ，利用近似解析解得到

系统的幅频响应曲线，如图８所示。从图７中可以看出，随着阻尼系数ｃ的增大，系统发生１／３次亚谐共

振的最小共振频率逐渐增大。当系统的阻尼系数增大到３　３９０Ｎｓ／ｍ时，系统的１／３次亚谐共振将会消

失。从图８中可以看出，当系统存在亚谐共振时，随着阻尼系数ｃ的增大，对于相同的激励频率，其对应的

稳定的亚谐共振幅值是逐渐减小的。

图７　阻尼ｃ对共振频率的影响 图８　阻尼ｃ对幅频响应的影响

４　结论

研究了负刚度和膜式空气弹簧并联的单自由度悬架系统的１／３次亚谐共振。利用平均法得到了系

统的近似解析解，并用龙格库塔法验证了解析解的正确性。分析了稳态定常解的存在条件以及稳定性。

详细分析了负刚度、空气弹簧非线性刚度系数以及阻尼系数对系统幅频响应特性以及１／３次亚谐共振存

在条件的影响。在文中给定参数的情况下，分析结果表明：随着负刚度绝对值的增大，可以降低系统的共

振频率，但是会增大系统的１／３次亚谐共振幅值；空气弹簧的２次非线性刚度系数对１／３次亚谐共振响应
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没有影响；当空气弹簧的３次非线性刚度系数增大到一定程度，系统才会发生１／３次亚谐共振，而后随着

非线性刚度系数的增大，对于相同的激励频率其共振振幅是逐渐减小的；随着阻尼系数的增大，对于相同

的激励频率，其对应的亚谐共振幅值是逐渐减小的，当阻尼系数增大到一定程度，系统的１／３次亚谐共振

将会消失。在并联负刚度进行悬架系统设计时，应该综合考虑系统参数的影响，尽量避免在恶劣路况下

产生亚谐共振现象，以保证车辆的安全性。
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