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一个与耦合Ｈａｒｒｙ－Ｄｙｍ型方程相关的
谱问题及其可积性

杨淑婷１，　刘亚峰２

（１．河北工业大学 理学院，天津　３００４０１；２．石家庄铁道大学 数理系，河北 石家庄　０５００４３）

　　摘要：通过二阶谱问题的相容性条件得到与其相关的非线性发展方程。利用位势函数与特
征函数之间的联系得到了Ｂａｒｇｍａｎｎ系统，并将发展方程族Ｌａｘ对非线性化。建立合适的Ｊａｃｏ－
ｂｉ－Ｏｓｔｒｏｇｒａｄｓｋｙ坐标，得到一个有限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则系统。最后证明了其完全可积性并得到
发展方程族的对合表示。
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０　引言

可积系统已经成为当代非线性科学的重要研究方向。Ｌａｘ对非线性化方法将无穷维可积系统约束为
有限维可积系统，并被广泛用于求解非线性发展方程［１］。首先研究一个新的二阶特征值问题并得到其相
对应的发展方程族，其次利用Ｌａｘ对非线性化方法获得有限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，并证明此系统在Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ
意义下的完全可积，最后求解出相应的发展方程族在有限维空间上解的对合表示。

１　谱问题与发展方程族的Ｌａｘ表示

讨论二阶线性谱问题

Ｌφ＝φｘｘ ＋λ
３　ｕφ＋λ

２ｖφ＋λｗφ＝αφｘ （１）
式中，ｕ＝ｕ（ｘ，ｔ），ｖ＝ｖ（ｘ，ｔ），ｗ＝ｗ（ｘ，ｔ）为位势函数；α为常数；特征参数λ∈Ｒ；φ＝φ（ｘ，ｔ）为特征函数。
在基础空间Ω＝（－∞，＋∞）上讨论谱问题（１），假设位势函数ｕ，ｖ，ｗ及其关于ｘ的各阶导数为无穷

远速降函数。
命题１　下列二阶谱问题构成完整谱系［２］

Ｌφ＝φｘｘ ＋λ
３　ｕφ＋λ

２ｖφ＋λｗφ＝αφｘ
珚Ｌψ＝ψｘｘ ＋λ

３　ｕψ＋λ
２ｖψ＋λｗψ＝－αψ

烅
烄

烆 ｘ

（２）

设谱问题（１）的辅谱问题为φｔｍ＝ｗｍφ，其中

ｗｍ ＝∑
ｍ

ｊ＝０

（－１２ｂｊｘ －
１
２αｂｊ＋ｂｊ

）λｍ－ｊ＋１ （３）

令，ｇｊ＝（ｂｊ，ｂｊ＋１，ｂｊ＋２）Ｔ，ｊ＝－１，０，１，…，ｍ，则由相容性条件φｘｘｔ＝φｔｘｘ，得出如下递推关系：Ｋｇｊ＝Ｊｇｊ＋１，ｊ＝
－１，０，１，２，…，其中

Ｊ＝

０ １
２
（３－α２） ０

１
２
（３－α２） ｗ＋ｗ ０

０ ０ －ｕ－ｕ

烄

烆

烌

烎

，Ｋ＝

０ ０ １
２
（３－α２）

０ １
２
（３－α２） ｗ＋ｗ

１
２
（３－α２） ｗ＋ｗ ｖ＋ｖ

烄

烆

烌

烎


，
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取ｇ－１＝（ｂ－１，ｂ０，ｂ１）Ｔ＝（０，０，ｕ
－１２）Ｔ，则有Ｊｇ－１＝０，并由递推关系得｛ｇｊ，ｊ＝－１，０，１，…，ｍ｝，特别ｇ０＝

０，ｕ－
１
２，－１２ｖｕ

－（ ）３２
Ｔ
，ｇ１＝ ｕ

－１２，－１２ｖｕ
－３２，－１２ｗｕ

－３２＋３８ｖ
２　ｕ－（ ）５２

Ｔ
。

定理１　在等谱条件下，非线性发展方程族为
（ｕ　ｖ　ｗ）Ｔｔｍ＝Ｋｇｍ＝Ｊｇｍ＋１，ｍ＝－１，０，１，… （４）

　　对应的Ｌａｘ对为
Ｌφ＝αφｘ

φｔｍ＝ωｍ｛ φ
　ｍ＝－１，０，１，… （５）

特别，当ｍ＝０时的发展方程为

ｕｔ０＝
１
２

１
槡（ ）ｕ ｘｘｘ

－α２
１
槡（ ）ｕ［ ］ｘ

ｖｔ０＝ｗｘ
１
槡（ ）ｕ ＋２ｗ

１
槡（ ）ｕ ｘ

ｗｔ０＝ｖｘ
１
槡（ ）ｕ ＋２ｖ

１
槡（ ）ｕ

烅

烄

烆 ｘ

，这是一个耦合 Ｈａｒｒｙ－Ｄｙｍ型发展方程［３］。

２　Ｂａｒｇｍａｎｎ系统与Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则系统

若 φ，ψ 是 谱 系 （２）的 特 征 值 所 对 应 的 特 征 函 数，则 ｇｒａｄλ ＝
δλ／δｗ
δλ／δｖ
δλ／δ

烄

烆

烌

烎ｕ
＝

－∫
Ω

（３λ３　ｕ＋２λ２ｖ＋ｗ）φψｄ（ ）ｘ
－１
λφψ
λ２φψ
λ３

烄

烆

烌

烎φψ

，并有Ｋｇｒａｄλ＝λＪ　ｇｒａｄλ。

设谱系（２）的Ｎ 个不同的特征值λ１＜λ２＜…＜λＮ，Φｊ，Ψｊ为对应于λｊ（ｊ＝１，２，…，Ｎ）的特征函数，令
Λ＝ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λＮ），Φ＝（Φ１，Φ２，…，ΦＮ）Ｔ，Ψ＝（Ψ１，Ψ２，…，ΨＮ）Ｔ。
作Ｂａｒｇｍａｎｎ约束，令ｇ１＝（〈ΛΦ，Ψ〉，〈Λ２Φ，Ψ〉，〈Λ３Φ，Ψ〉）得
ｕ＝〈ΛΦ，Ψ〉－２，ｖ＝－２〈Λ２Φ，Ψ〉〈ΛΦ，Ψ〉３，ｗ＝３〈Λ２Φ，Ψ〉２〈ΛΦ，Ψ〉－４－２〈Λ３Φ，Ψ〉〈ΛΦ，Ψ〉－３。
由此谱系（２）等价如下的Ｂａｒｇｍａｎｎ系统

Φｘｘ＋Λ３〈ΛΦ，Ψ〉－２Φ－２Λ２〈Λ２Φ，Ψ〉〈ΛΦ，Ψ〉－３Φ＋３Λ〈Λ２Φ，Ψ〉２〈ΛΦ，Ψ〉－４Φ－２Λ〈Λ３Φ，Ψ〉〈ΛΦ，Ψ〉－３Φ＝αΦｘ，

Ψｘｘ＋Λ３〈ΛΦ，Ψ〉－２Ψ－２Λ２〈Λ２Φ，Ψ〉〈ΛΦ，Ψ〉－３Ψ＋３Λ〈Λ２Φ，Ψ〉２〈ΛΦ，Ψ〉－４Ψ－２Λ〈Λ３Φ，Ψ〉〈ΛΦ，Ψ〉－３Ψ＝－αΨｘ烅
烄

烆 ，
（６）

　　定义Ｌａｇｒａｎｇｅ函数Ｉ^＝∫Ω
Ｉｄｘ［２］，其中，Ｉ＝－〈Φｘ，Ψｘ〉－〈Λ２Φ，Ψ〉２〈ΛΦ，Ψ〉－３＋〈ΛΦ，Ψ〉－２〈Λ３Φ，

Ψ〉－α２
〈Φｘ，Ψ〉＋α２

〈Φ，Ψｘ〉。

命题２　Ｂａｒｇｍａｎｎ系统（６）等价于Ｅｕｌｅｒ－Ｌａｇｒａｎｇｅ方程：δ^ＩδΦ＝０
，δ^Ｉ
δΨ＝０

。

设ｕ１，ｕ２ 为广义坐标，ｖ１，ｖ２ 为广义动量，Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数ｈ＝∑
２

ｊ＝１
＜ｕｊｘ，ｖｊ＞－Ｉ。

若取ｕ１ ＝Φ，ｕ２ ＝Ψ，可直接计算得［４］ｖ１ ＝－Ψｘ－１２αΨ
，ｖ２ ＝－Φｘ＋１２αΦ

。

构造Ｊａｃｏｂｉ－Ｏｓｔｒｏｇｒａｄｓｋｙ坐标如下

ｙ１＝Φ，ｙ２＝Φｘ－１２αΦ
，ｚ１＝－Ψｘ－１２αΨ

，ｚ２＝Ψ （７）

　　 在此坐标系下，Ｂａｒｇｍａｎｎ约束化为
ｕ＝〈Λｙ１，ｚ２〉－２

ｖ＝－２〈Λ２　ｙ１，ｚ２〉〈Λｙ１，ｚ２〉－３

ｗ＝３〈Λ２　ｙ１，ｚ２〉２〈Λｙ１，ｚ２〉－４－２〈Λ３　ｙ１，ｚ２〉〈Λｙ１，ｚ２〉
烅
烄

烆 －３

（８）
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由此Ｂａｒｇｍａｎｎ系统（６）等价于如下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则系统

ｙｊｘ＝
ｈ
ｚｊ
，　ｚｊｘ＝－

ｈ
ｙｊ

（９）

此时

ｈ＝〈ｙ２，ｚ１〉＋α２
〈ｙ１，ｚ１〉＋α２

〈ｙ２，ｚ２〉＋α
２

４
〈ｙ１，ｚ２〉＋〈Λ２　ｙ１，ｚ２〉２〈Λｙ１，ｚ２〉－３－〈Λｙ１，ｚ２〉－２〈Λ３　ｙ１，ｚ２〉

（１０）

３　Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的完全可积性

在Ｊａｃｏｂｉ－Ｏｓｔｒｏｇｒａｄｓｋｙ坐标（７）和Ｂａｒｇｍａｎｎ约束（８）下，应用非线性化方法［２－３］，发展方程族的Ｌａｘ
对（５）可表示为矩阵形式

Ｙｘ＝ＭＹ，Ｚｘ＝－ＭＴＺ；

Ｙｔｍ＝ＶｍＹ，Ｚｔｍ＝－Ｖ
Ｔ
ｍＺ；ｍ＝０，１烅

烄

烆 ，…
（１１）

其中

Ｙ＝
ｙ１
ｙ（ ）２ ＝

Φ

Φｘ－１２

烄

烆

烌

烎
αΦ

，Ｚ＝
ｚ１
ｚ（ ）２ ＝ －Ψｘ－１２αΨ

烄

烆

烌

烎Ψ

Ｍ＝

１
２αＥ　 Ｅ

１
４α

２　Ｅ－Λ３　ｕ－Λ２ｖ－Λｗ １
２α

烄

烆

烌

烎

烅

烄

烆
Ｅ

（１２）

Ｅ＝ＥＮ×Ｎ ＝ｄｉａｇ（１，１，…，１）；Ｖｍ ＝ （ωｍｉｊ）２×２　　ｉ，ｊ＝１，２；ｍ＝０，１，２，…

ωｍ１１ ＝∑
ｍ

ｊ＝０
－１２ｂｊｘΛ

ｍ－ｊ＋１ ＝∑
ｍ

ｊ＝１

１
２
〈Λｊｙ１，ｚ１〉－１２

〈Λｊｙ２，ｚ２（ ）〉Λｍ－ｊ＋１；
ωｍ１２ ＝∑

ｍ

ｊ＝０
ｂｊΛｍ－ｊ＋１ ＝∑

ｍ

ｊ＝１

〈Λｊｙ１，ｚ２〉Λｍ－ｊ＋１；

ωｍ２１ ＝∑
ｍ

ｊ＝０
－１２ｂｊｘｘ ＋

１
４α

２ｂｊ－ｂｊΛ３　ｕ－ｂｊΛ２ｖ－ｂｊΛ（ ）ｗ Λｍ－ｊ＋１ ＝

∑
ｍ

ｊ＝１

〈Λｊｙ２，ｚ１〉Λｍ－ｊ＋１＋∑
ｍ

ｊ＝１

（〈Λｙ１，ｚ２〉－２〈Λｊ＋３ｙ１，ｚ２〉－Λ３〈Λｙ１，ｚ２〉－２〈Λｊｙ１，ｚ２〉－２〈Λｊｙ１，ｚ１〉）Λｍ－ｊ＋１＋

∑
ｍ

ｊ＝１

（－２〈Λ２　ｙ１，ｚ２〉〈Λｙ１，ｚ２〉－３〈Λｊ＋２　ｙ１，ｚ２〉＋２Λ２〈Λ２　ｙ１，ｚ２〉〈Λｙ１，ｚ２〉－３〈Λｊｙ１，ｚ２〉）Λｍ－ｊ＋１＋

∑
ｍ

ｊ＝１

３〈Λ２　ｙ１，ｚ２〉２〈Λｙ１，ｚ２〉－４〈Λｊ＋１　ｙ１，ｚ２〉－３Λ〈Λ２　ｙ１，ｚ２〉２〈Λｙ１，ｚ２〉－４〈Λｊｙ１，ｚ２〉

－２〈Λ３　ｙ１，ｚ２〉〈Λｙ１，ｚ２〉－３〈Λｊ＋１　ｙ１，ｚ２〉＋２Λ〈Λ３　ｙ１，ｚ２〉〈Λｙ１，ｚ２〉－３〈Λｊｙ１，ｚ２
烄

烆

烌

烎〉
Λｍ－ｊ＋１；

ωｍ２２ ＝∑
ｍ

ｊ＝０

１
２ｂｊｘΛ

ｍ－ｊ＋１ ＝∑
ｍ

ｊ＝１

１
２
〈Λｊｙ２，ｚ２〉－１２

〈Λｊｙ１，ｚ１（ ）〉Λｍ－ｊ＋１。
定理３　在Ｂａｒｇｍａｎｎ约束条件（８）下，发展方程族的Ｌａｘ对（５）等价于如下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则方程［５］

Ｙｘ＝ｈｚ
，　Ｚｘ＝－ｈＹ

；

Ｙｔｍ＝
ｈｍ
Ｚ
，　Ｚｔｍ＝－

ｈｍ
Ｙ
；　ｍ＝０，１，２

烅

烄

烆
，…

（１３）

其中 Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数ｈ为式（１０），ｈｍ 为

ｈｍ ＝ 〈Λｙ１，ｚ２〉－２〈Λ２　ｙ１，ｚ２〉〈Λｍ＋２　ｙ１，ｚ２〉＋〈Λｙ１，ｚ２〉－２〈Λ３　ｙ１，ｚ２〉〈Λｍ＋１　ｙ１，ｚ２〉－
〈Λｙ１，ｚ２〉－１〈Λｍ＋３　ｙ１，ｚ２〉－〈Λｙ１，ｚ２〉－３〈Λ２　ｙ１，ｚ２〉２〈Λｍ＋１　ｙ１，ｚ２〉＋

∑
ｍ

ｊ＝１

１
４
（〈Λｊｙ１，ｚ１〉＋〈Λｊｙ２，ｚ２〉）（〈Λｍ－ｊ＋１　ｙ１，ｚ１〉＋〈Λｍ－ｊ＋１　ｙ２，ｚ２〉）－
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∑
ｍ

ｊ＝１

〈Λｍ－ｊ＋１　ｙ１，ｚ１〉　〈Λｊｙ１，ｚ２〉
〈Λｍ－ｊ＋１　ｙ２，ｚ１〉　〈Λｊｙ２，ｚ２〉

。

令

Ｅ（１）
ｋ ＝ 〈Λｙ１，ｚ２〉－２〈Λ２　ｙ１，ｚ２〉λ２ｋｙ１ｋｚ１ｋ＋〈Λｙ１，ｚ２〉－２〈Λ３　ｙ１，ｚ２〉λｋｙ１ｋｚ１ｋ－

〈Λｙ１，ｚ２〉－１λ３ｋｙ１ｋｚ１ｋ－〈Λｙ１，ｚ２〉－３〈Λ２　ｙ１，ｚ２〉２λｋｙ１ｋｚ１ｋ－

∑
Ｎ

ｌ＝１，ｌ≠ｋ

１
λｋ－λｌ

（ｙ１ｋｙ２ｌ－ｙ２ｋｙ１ｌ）（ｚ１ｋｚ２ｌ－ｚ２ｋｚ１ｌ），

Ｅ（２）
ｋ ＝ ∑

Ｎ

ｌ＝１，ｌ≠ｋ

１
λｋ－λｌ

（ｙ１ｋｚ１ｋ＋ｙ２ｋｚ２ｋ）（ｙ１ｌｚ１ｌ＋ｙ２ｌｚ２ｌ）。

定理４：　
（１）

｛Ｅｍｊ，Ｅｎｋ｝＝０，ｊ，ｋ＝１，２，…，Ｎ；ｍ，ｎ＝１，２； （１４）
（２）｛ｄＥｍｊ，ｊ＝１，２，…，Ｎ；ｍ＝１，２｝线性无关；

（３）μ ＝∑
Ｎ

ｊ＝１

１
μ－λｊ

（Ｅ１ｊ＋Ｅ２ｊ）＝∑
∞

ｍ＝０
μ－

ｍ－１　ｈｍ，ｈｍ ＝∑
Ｎ

ｊ＝１
λｍｊ（Ｅ１ｊ＋Ｅ２ｊ），ｍ＝０，１，２，…。

定理５　Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统（１３）在Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ意义下是完全可积系，并且 Ｈａｍｉｌｔｏｎ相流ｇ
ｔｍ
ｈｍ
，ｇ
ｔｎ
ｈｎ
可交换。

证明：由式（１４）直接计算得｛μ，λ｝＝０，｛ｈｍ，ｈｎ｝＝０，ｍ，ｎ＝０，１，２，…，
直接计算可知｛ｈ，Ｅｌｊ｝＝０，ｌ＝１，２；ｊ＝０，１，２，…，Ｎ，所以｛ｈ，ｈｍ｝＝０，ｍ＝０，１，２，…。
由Ａｒｎｏｌｄ定理，Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统（１３）是完全可积系，且 Ｈａｍｉｌｔｏｎ相流可换。
定理６　设（ｙ１，ｙ２，ｚ１，ｚ２）满足 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统（１３），则式（８）为非线性发展方程族（４）的对合解。

４　结论

对所给定的二阶谱问题，由相容性条件得到了一个耦合 Ｈａｒｒｙ－Ｄｙｍ型发展方程族，通过Ｂａｒｇｍａｎｎ
约束条件，最终获得一个新的Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ意义下的完全可积 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则系统。
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