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断裂过程区内聚力分布对

简支梁刚度和自振特性的影响研究

解沅衡，　段树金，　侯永康，　安蕊梅

（石家庄铁道大学 土木工程学院，河北 石家庄　０５００４３）

　　摘要：对于含切口和断裂过程区简支梁受均布荷载作用的问题，选择弯矩作用下对称边裂
纹的无限大板、均布荷载作用下的简支梁、切应力作用下的半无限大板、拉应力作用下的无限大
板４种基本问题的应力函数叠加求解。基于“Ｄｕａｎ　ａｎｄ　Ｎａｋａｇａｗａ＇ｓ　Ｍｏｄｅｌ”，通过数学解析法和
选点法得到了含断裂过程区简支梁的全场解析解。分析对比了无裂缝简支梁和断裂过程区内
聚力呈水压力型、恒定型分布或权函数为一次型时简支梁的拉应变软化曲线和自振特性，发现
内聚力呈水压力型分布与一次权函数下拉应变软化曲线有相似的变化趋势；无裂缝简支梁自振
频率最高，内聚力恒定型次之，水压力型和一次权函数型时最低。
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０　引言

由Ｄｕｇｄａｌｅ［１］提出的模型可应用于理想弹塑性断裂［２－４］，但并不适用于混凝土类拉应变软化材料。根
据混凝土的变形特点，Ｈｉｌｌｅｒｂｏｒｇ［５］于１９７６年提出了“虚裂纹模型”（简称ＦＣＭ）；Ｂａｚａｎｔ［６］于１９８３年提出
了“钝裂纹带模型”（简称ＢＣＢＭ）。ＦＣＭ、ＢＣＢＭ等模型虽然较好地反应了混凝土等软化材料在断裂过程
区的应力和变形特点，但不能从数学上对过程区应力分布进行解析求解。２０世纪八十年代，段树金等提
出了有限应力集中的概念，采用加权积分法和奇异曲面叠加法得出了过程区应力场解析解，该模型在国
际上被称为“Ｄｕａｎ　ａｎｄ　Ｎａｋａｇａｗａ＇ｓ　Ｍｏｄｅｌ”［７－１０］。郭全民等［１１］用函数叠加法得出了含断裂过程区简支梁
在均布荷载作用下的应力函数全场解析解并通过仿真验证了解的可靠性，但所取函数数量不足导致裂纹

图１　均布荷载作用下带裂缝简支梁

面上呈现了较大应力。本文基于“Ｄｕａｎ　ａｎｄ　Ｎａｋａｇａｗａ”

模型和文献［１１］；叠加多种不同荷载作用、不同裂纹长度
下无限大板的弹性解答，得到含断裂过程区的简支梁的更
高精度的解析函数；研究不同断裂过程区内聚力分布对拉
应变软化曲线和梁自振频率的影响。

１　基本问题与基本方程

１．１　研究对象

研究对象为含切口和断裂过程区的简支梁，如图１所
示，其中，ａ＋ｂ为韧带长度，ｂ为断裂过程区长度。
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１．２　基本方程
引用复变函数，弹性力学平面问题应力函数的一般形式可表示为

２２　Ｆｊ（ｚ，珔ｚ）＝０，Ｆｊ（ｚ，珔ｚ）＝珔ｚφｊ＋ψｊ（ｚ） （１）
式中，ｚ＝ｘ＋ｉｙ，珔ｚ＝ｘ｜ｉｙ。这时相应的应力和位移分量为

σｘｊ＝２φｊ′－珔ｚφｊ″－ψｊ″
σｙｊ＝２φｊ′＋珔ｚφｊ″＋ψｊ″
τｘｙ＝－ｉ（珔ｚφｊ″＋ψｊ″） （２）

２Ｇ（ｕｊ＋ｉｖｊ）＝ｋφｊ－ｚ珔φｊ′＋珔ψｊ′ （３）
式中，Ｇ为剪切弹性模量；对于平面应变问题ｋ＝３－４ｖ，对于平面应力问题ｋ＝（３－ｖ）／（１＋ｖ），ｖ为泊
松比。

（１）弯矩作用下对称边裂纹的无限大板。如图２所示，为一对称边裂纹的无限大板受弯曲作用，采用
加权积分法，取一次型权函数，通过加权积分法消除裂纹尖端应力奇异性，弹性解答如下［５］

φ１＝
σ０
ｂ２
（ａ＋ｂ）［ｔ（ｚ２＋ｔ２）１／２＋ｚ２ｌｏｇ（ｔ＋（ｚ２＋ｔ２））１／２］ｔ＝ａ＋ｂｔ＝ａ －σ０３ｂ２

［（ｚ２＋ｔ２）３／２］ｔ＝ａ＋ｂｔ＝ａ

ψ１＝
σ０
２ｂ２
（ａ＋ｂ）［－ｔ

２

３ｌｏｇ
（ｚ＋（ｚ２＋ｔ２）１／２）＋ｚ

３

６ｌｏｇ
（ｔ＋（ｚ２＋ｔ２）１／２）］ｔ＝ａ＋ｂｔ＝ａ ＋

σ０
ｂ２
［ｔ
３

４ｌｏｇ
（ｚ＋（ｚ２＋ｔ２）１／２）＋ｚ１２

（ｚ２＋ｔ２）３／２－ｔ
３

４
（ｚ２＋ｔ２）１／２－ｔ

３

１６
］ｔ＝ａ＋ｂｔ＝ａ ＋

２σ０
ｂ２
（ａ＋ｂ）［－ｚｔ６

（ｚ２＋ｔ２）１／２＋ｔ
３

９
］ｔ＝ａ＋ｂｔ＝ａ （４）

图２　弯矩作用下无限大板

（２）均布荷载作用下的简支梁。考虑一均布荷载作用下的简支梁，其中ｈ为梁高，ｌ为梁长，ｑ为梁上
均布荷载。直接给出相应的应力分量

σｘ１＝６ｑｈ３
（ｌ２－ｘ２）（ｙ－ｈ２

）＋ｑｙｈ
（４ｙ

２

ｈ２－
３
５
）

τｘｙ１＝－
６ｑ
ｈ３ｘ

（ｈ
２

４－ｙ
２） （５）

（３）切应力作用下的半无限大板。如图３所示，为一半无限大板，其自由表面作用着对称于ｙ轴的剪
应力，用于消除前述第（１）项中沿ｘ轴产生的剪应力。其相应的应力函数为

φ３＝
－σ０ａ２

２π
１

（ｚ２＋ａ２）１／２ｌｏｇ
（ｚ＋（ｚ

２＋ａ２）１／２
ｚ－（ｚ２＋ａ２）１／２

）

ψ３＝
σ０ａ２

２π
ｚ

（ｚ２＋ａ２）１／２ｌｏｇ
（ｚ＋（ｚ

２＋ａ２）１／２
ｚ－（ｚ２＋ａ２）１／２

） （６）

　　（４）拉应力作用下的无限大板。考虑一带对称边裂纹的无限大板，在无穷远处受拉应力作用，如图４
所示。其应力函数为

φ４＝ａｌｏｇ（
ｚ＋（ｚ２＋ａ２）１／２

ａ
）

ψ４＝
ａ２

（ｚ２＋ａ２）１／２－ａｌｏｇ
（ｚ＋（ｚ

２＋ａ２）１／２
ａ

） （７）
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图３　受切应力作用的半无限大板 图４　受拉力作用的开裂板

２　不同内聚力分布下问题的求解

研究的裂缝模型满足以下条件：
（１）梁的有效高度为韧带长度和断裂过程区长度之和ａ＋ｂ。
（２）裂缝尖端ｙ＝ａ处正应力达到抗拉强度ｆｔ，即∑σ＝ｆｔ时，裂缝向前扩展，并始终沿ｙ轴方向。
（３）梁截面有效高度范围内应力合力为零，即∑Ｔ１ｊ＝０。
（４）梁端弯矩和正应力合力为零，即∑Ｔ２ｊ＝０，∑Ｍｊ＝０；梁底一半的正应力和切应力的合力为零，即

∑Ｔ３ｊ＝０，∑Ｑｊ＝０。
设带裂缝无限大板受弯矩作用时荷载大小为Ｘ１，均布荷载作用下简支梁受力大小为Ｘ２，半无限大板

受切应力作用大小为Ｘ３，半无限大板受水平集中力作用大小为Ｘ４，韧带宽度ａ不变，改变受弯矩作用带
裂缝无限大板的断裂过程区长度ｂ，对应荷载大小为Ｘ５，Ｘ６，Ｘ７，改变均布荷载作用下简支梁梁底位置，
对应荷载大小为Ｘ８，Ｘ９。通过叠加几种无限大板和半无限大板的弹性解答，计算各种模型权重。

２．１　水压力型分布
定义断裂过程区［ａ，ａ＋ｂ］处应力分布呈水压力分布，现指定

σ＝

ｆｔ， 当ｙ＝ａ时

２／３ｆｔ， 当ｙ＝ａ＋１３ｂ
时

１／３ｆｔ， 当ｙ＝ａ＋２３ｂ
时

０， 当ｙ＝ａ＋ｂ

烅

烄

烆 时

基于上述条件，可以得到以下平衡方程

σ１ａ σ２ａ … σ９ａ
σ１ｂ σ２ｂ … σ９ｂ
σ１ｃ σ２ｃ … σ９ｃ
σ１ｄ σ２ｄ … σ９ｄ
Ｑ１ Ｑ２ … Ｑ９
Ｔ１１ Ｔ１２ … Ｔ１９
Ｍ１ Ｍ２ … Ｍ９
Ｔ２１ Ｔ２２ … Ｔ２９
Ｔ３１ Ｔ３２ … Ｔ

熿

燀

燄

燅３９

Ｘ１
Ｘ２
Ｘ３
Ｘ４
Ｘ５
Ｘ６
Ｘ７
Ｘ８
Ｘ

熿

燀

燄

燅９

＝

ｆｔ
２／３ｆｔ
１／３ｆｔ

熿

燀

燄

燅

０
０
０
０
０
０

（８）

从中可以求得［Ｘｉ］＝［－３．５９８　３－０．００７　９－０．３２９　９　３．４３１　２　０．０００　９－５．６６４　３　１０．６４２　０
－０．１０７　０　０．１７５　９］。

２．２　恒定型分布
定义断裂过程区［ａ，ａ＋ｂ］的应力为常数，现域内以等距离取３个点，其应力值等于ｆｔ，由此可以得到

以下平衡方程
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σ１ａ σ２ａ … σ９ａ
σ１ｂ σ２ｂ … σ９ｂ
σ１ｃ σ２ｃ … σ９ｃ
σ１ｄ σ２ｄ … σ９ｄ
Ｑ１ Ｑ２ … Ｑ９
Ｔ１１ Ｔ１２ … Ｔ１９
Ｍ１ Ｍ２ … Ｍ９
Ｔ２１ Ｔ２２ … Ｔ２９
Ｔ３１ Ｔ３２ … Ｔ

熿

燀

燄

燅３９

Ｘ１
Ｘ２
Ｘ３
Ｘ４
Ｘ５
Ｘ６
Ｘ７
Ｘ８
Ｘ

熿

燀

燄

燅９

＝

ｆｔ
ｆｔ
ｆｔ

熿

燀

燄

燅

０
０
０
０
０
０

（９）

从中可以求得［Ｘｉ］＝［－８．４４８　０　０．０４８　９－１．９３７　６　１２．１２７　０　０．００２　１－２．６３６　０　１２．１７５　７－０．２１４　０
０．１９７　２］。

２．３　一次权函数型
断裂过程区不设约束条件，基于上述边界条件，其相应的平衡方程可以表示为

σ１ａ σ２ａ … σ６ａ
Ｍ１ Ｍ２ … Ｍ６
Ｔ２１ Ｔ２２ … Ｔ２６
Ｔ３１ Ｔ３２ … Ｔ３６
Ｑ１ Ｑ２ … Ｑ６
Ｔ１１ Ｔ１２ … Ｔ

熿

燀

燄

燅１６

Ｘ１
Ｘ２
Ｘ３
Ｘ４
Ｘ５
Ｘ

熿

燀

燄

燅６

＝

ｆｔ熿

燀

燄

燅

０
０
０
０
０

（１０）

由矩阵可以得到［Ｘｉ］＝［２．４０２　４　０．０１０　７－１．６８８　７　８．１５７　１　０．０００　９　０．７５０　２－１．８９５　５］。上述方程
中的Ｘｉ为各基本应力函数在解中的权重，通过叠加即可以得到图１所示问题的应力函数和位移函数。

３　算例

一混凝土简支梁，高度Ｈ＝８　ｃｍ，宽度Ｂ＝７．５　ｃｍ，长度Ｌ＝３０　ｃｍ，裂缝长度１　ｃｍ，混凝土抗拉强度

ｆｔ＝５．６　ＭＰａ，泊松比ｖ＝０．２，弹性模量Ｅ＝２８　ＧＰａ。
由应力函数得出沿ｙ轴的正应力分布及断裂过程区的拉应变软化曲线，分别如图５和图６所示。从

图５可以看出，裂纹尖端应力奇异性被消除；应力最大值出现在断裂过程区尖端；满足正应力合力为零的
条件；裂纹面上正应力不等于零，但波动幅度不大。从图６看出，一次权函数型与内聚力水压力型的拉应
变软化曲线相似；内聚力恒定型的最大张开位移远小于一次权函数型和内聚力水压力型。梁的自振频率
和断裂能如表１所示，带裂缝简支梁自振频率低于无裂缝简支梁，恒定型自振频率高于水压力型与一次
权函数型。

图５　沿断裂韧带正应力分布 图６　拉应变软化曲线
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　　考察了梁顶和梁底面切应力的分布，其值不完全为零，切应力最大值与抗拉强度比值分别为４．８％和

７．３％。
表１　简支梁的自振频率和断裂能

类型 自振频率／Ｈｚ 断裂能／（ｋＮ·ｍ－１）

无裂纹 ０．１２６ —

恒定型 ０．１１４　 ４．７２２

水压力型 ０．０９１　 ３．６８３

一次权函数型 ０．０９４　 ３．４５０

４　结论

研究了含切口和断裂过程区简支梁的解析，给出了算例，结论如下：
（１）采用函数叠加和选点法得到了带裂缝和断裂过程区简支梁在均布荷载下的全场解析解，基本满

足应力边界条件；随着选点数量的增加，可以进一步提高计算精度。
（２）内聚力呈水压力型分布与一次权函数下拉应变软化曲线有相似的变化趋势；内聚力恒定型断裂

能最大，水压力型与权函数型断裂能较小且数值相近。
（３）无裂缝简支梁自振频率最高，内聚力恒定型次之，水压力型和一次权函数型时最低。
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