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弹性阶段波形钢腹板简支曲线组合

梁弯扭变形的解析解
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　　摘要：为了研究波形钢腹板简支曲线组合梁在弯扭复合作用下的挠度及扭转角效应，根据
波形钢腹板自身的结构特点，考虑曲梁曲率、箱梁剪力滞效应、剪切变形和扭转变形，利用最小
势能原理和变分法推导了弯扭效应微分方程，并采用伽辽金法进行求解，得到了竖向均布荷载
下波形钢腹板简支曲线组合梁的挠度、扭转角的解析解，将计算结果与有限元模型计算结果进
行了对比，结果吻合良好。
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０　引言

波形钢腹板预应力混凝土（ＰＣ）组合箱梁是一种经济、施工简便的新型结构形式，其显著特点是用波
形钢腹板取代了混凝土腹板和普通钢腹板，对减轻结构自重、提高结构强度和稳定性等起到了有利的作
用［１－２］。自波形钢腹板组合箱梁出现以来，国内外陆续对这种新型桥梁进行了各方面的研究，包括抗
弯［３－６］、抗扭［７－９］等。由于波形钢腹板具有良好的三维挠曲特性，适合于曲线桥，但关于波形钢腹板曲线组
合梁的研究还相对较少。Ｈｕ　Ｚｈａｏｔｏｎｇ　ｅｔ　ａｌ［１０］采用ＡＮＳＹＳ数值模型分析了波形钢腹板曲线组合梁剪力
滞效应；宫思维［１１］根据薄壁杆件结构力学及曲线桥梁的分析方法，推导了波形钢腹板ＰＣ组合曲梁的弯
曲正应力公式；仝波［１２］考虑竖向挠曲、腹板剪切和扭转，推导了波形钢腹板ＰＣ曲线梁桥的弯扭耦合效应
表达式。
以上文献通过数值分析和理论推导对波形钢腹板ＰＣ组合曲梁进行了研究。其中仝波［１２］在弯扭效

应推导中没有考虑剪力滞效应，且在推导过程中假设畸变翘曲函数与截面扭转角相等，相当于只考虑了
自由扭转。因此本文在以上文献研究的基础上，全面考虑曲率、剪力滞效应、剪切变形和刚性扭转的影
响，采用能量变分法对波形钢腹板简支曲线组合梁在弯扭复合作用下的挠度及扭转角效应进行推导。

１　弹性阶段波形钢腹板简支曲线组合梁弯扭效应的控制微分方程

由于波形钢腹板存在“褶皱”效应，其轴向刚度可忽略不计，因此可假设弯矩只由混凝土顶、底板承
担，剪力只由波形钢腹板承担［７］。考虑沿截面横向上、下混凝土翼板的剪力滞效应，以及剪切变形对挠度
的影响，计算截面的竖向挠曲应变能、腹板剪切应变能、约束扭转应变能，采用能量变分法得到波形钢腹
板曲线组合梁在上述荷载下的弹性控制微分方程，并求解得到挠度、扭转角和畸变角等各种弯扭荷载
效应。

１．１　弯曲应变能
本文所用坐标轴如图１。
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图１　本文所用坐标轴

假设梁的竖向挠度为ｗ（ｘ），翼缘板的纵向位
移函数为ｕ（ｘ，ｙ），则

ｕ（ｘ，ｙ）＝－ｚｉｗ′（ｘ）＋ｆ（ｙ）ξ（ｘ） （１）

ｆ（ｙ）＝

－ｚｕ［１－（
ｙ
ｂ
）ｍ］　　 顶板

－ｚｕ［１－（
ｂ＋ａｂ－ｙ
ａｂ

）ｍ］　 悬臂板

ｚｂ［１－（
ｙ
ｂ
）ｍ］　 底板

烅

烄

烆
（２）

式中，ξ（ｘ）为翼缘板剪切转角的最大差值；ｚｉ 为截面形心到顶、底板的距离；ｚｕ 为截面形心到顶板形心的
距离；ｚｂ 为截面形心到底板形心的距离；ｆ（ｙ）为剪力滞翘曲形函数，其中，ｍ 可以取２、３、４。在本文中取

ｍ＝３。ｂ、ａｂ分别为箱室净宽的一半和翼缘的长度。

由
ｕ（ｘ，ｙ）
ｘ

，且考虑到初曲率的影响，则上、下翼缘的弯曲剪力滞翘曲应变能为

Ｖｗｕ＝
１
２∫∫ｔｕＥｃε２ｘｕｄｘｄｙ＝１２∫∫ｔｕＥｃ·｛－ｚｕ［ｗ″（ｘ）－φ

（ｘ）
Ｒ
］＋ｆ（ｙ）ξ′（ｘ）｝

２ｄｘｄｙ （３）

Ｖｗｂ＝
１
２∫∫ｔｂＥｃε２ｘｂｄｘｄｙ＝１２∫∫ｔｂＥｃ·｛－ｚｂ［ｗ″（ｘ）－φ

（ｘ）
Ｒ
］＋ｆ（ｙ）ξ′（ｙ）｝

２ｄｘｄｙ （４）

　　由于波形钢腹板的弯曲应变能可忽略不计，可得弯曲总应变能

Ｖｗ ＝Ｖｗｕ＋Ｖｗｂ＝
Ｅｃ
２∫［Ｉｙ（ｗ″－φ′Ｒ）２－２Ｉｙｕ（ｗ″－φ′Ｒ）ξ′＋Ｉｕ（ξ′）２］ｄｘ （５）

式中，Ｉｙ为箱梁横截面对ｙ轴的惯性矩，即顶底板对形心ｙ轴的惯性矩之和，Ｉｙ＝∫Ａ
ｚ２ｄＡ；Ｉｙｕ为箱梁翼板

剪力滞翘曲惯性积，Ｉｙｕ＝∫Ａ
ｚｆ（ｙ）ｄＡ；Ｉｕ 为箱梁翼板剪力滞翘曲惯性矩，Ｉｕ＝∫Ａ

［ｆ（ｙ）２］ｄＡ。

１．２　 约束扭转翘曲应变能
假设翘曲广义位移为β′（ｘ），则曲线箱梁截面翘曲位移为

ｕ（ｘ，ｓ）＝ｕ０（ｘ，０）－珔ω（ｓ）［β′（ｘ）＋
ｗ′（ｘ）
Ｒ

］ （６）

式中，ｕ（ｘ，ｓ）为梁截面上各点的纵向位移；ｕ（ｘ，ｓ）为各点沿箱梁周边切线方向的位移；ｕ０（ｘ，０）为积分

常数，即起始点纵向位移值；珔ω（ｓ）为广义扇性坐标，珔ω＝∫
ｓ

０
ρｄｓ－

Ω∫
ｓ

０

ｄｓ
ｔ

∫ｄｓｔ
；ρ（ｓ）为截面扭转中心至箱壁任一

点切线的垂直距离。
对于刚性扭转，假定截面周边不变形，按照平面应力问题的应力与应变关系，求得约束扭转正应力

σｘ ＝Ｅｃεｘ ＝Ｅｃ［ｕ′０（ｘ，０）－珔ω（ｓ）（β″＋
ω″
Ｒ
）］ （７）

式（７）成立的前提是需符合材料力学中材料单一匀质的假定，故需将组合截面中的钢材换算为等效
混凝土，因此弹性模量Ｅｃ 为换算截面的混凝土弹性模量。
根据薄壁杆件相关理论，若扭转极点取截面扭转中心，曲线坐标积分起点取广义扇性坐标零点时，广

义惯性静矩则为零，此时有

σｘ ＝Ｅｃεｘ ＝Ｅｃ·［－珔ω（ｓ）·（β″＋
ｗ″
Ｒ
）］ （８）

则由翘曲正应力产生的刚性扭转翘曲应变能为
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Ｖｎ１＝
１
２∫

Ｂ２ｌ
ＥｃＩ珔ω

ｄｘ＝
１
２∫ｌＥｃＩ珔ω（β″＋ｗ″Ｒ ）２ｄｘ （９）

式中，Ｉ珔ω（ｓ）为广义扇形惯性矩，Ｉ珔ω（ｓ）＝∫珔ω２（ｓ）ｔｄｓ，ｔ为板厚；Ｂｌ 为翘曲双力矩，Ｂｌ ＝∫σｘ珔ω（ｓ）ｔｄｓ＝－
Ｅｃ（β″＋

ｗ″
Ｒ
）∫珔ω２（ｓ）ｔｄｓ＝－ＥｃＩ珔ω（β″＋ｗ″Ｒ ）。

１．３　 剪切应变能
剪切应变能包括三部分：第一部分为剪滞翘曲剪应变产生的翼板剪切应变能；第二部分为波形钢腹

板的剪切应变能；第三部分为约束扭转剪切应变能。

１．３．１　 剪力滞翘曲剪切应变能
根据式（１），可得翼板剪滞翘曲剪应变为

γｘｙ ＝
ｕ（ｘ，ｙ）
ｙ

＝ｆ′（ｙ）ξ′（ｘ） （１０）

则上、下翼缘的剪滞翘曲剪切应变能为

Ｖｑ１＝Ｖｑ１ｕ ＋Ｖｑ１ｂ＝
１
２∫∫ｔｕＧｃγ２ｕｄｘｄｙ＋１２∫∫ｔｕＧｃγ２ｂｄｘｄｙ＝

Ｇｃ
２∫Ａｕξ２（ｘ）ｄｘ （１１）

式中，Ａｕ＝∫Ａ
［ｆ′（ｙ）］２ｄＡ，指箱梁翼板剪力滞翘曲面积。

１．３．２　 钢腹板剪切应变能
假定腹板剪切变形引起的剪切角为η，则由剪切变形η所产生的应变势能为

Ｖｑ２＝
１
２∫ｌ
ＧｅＡｓ
α η

２ｄｘ （１２）

式中，Ｇｅ 为波形钢腹板的有效剪切模量，即

Ｇｅ＝
ａ＋ｃ·ｃｏｓβ
ａ＋ｃ

·Ｇｓ＝
ａ＋ｃ·ｃｏｓβ
ａ＋ｃ

· Ｅｓ
２（１＋υｓ）

（１３）

式中，Ａｓ 为钢腹板剪切面积，Ａｓ＝２ｔｗｈ；α为只考虑剪切变形时平截面假定的修正系数，取α＝１．２。

１．３．３　 约束扭转剪切应变能
扭矩作用下，箱梁截面上各点沿箱梁周边切线方向的位移可表示为

ｖ（ｚ，ｓ）＝ρ（ｓ）·（φ（ｘ）＋
ｗ（ｘ）
Ｒ

） （１４）

根据式（１０）和式（１４），可得约束扭转总剪应力为

τｓ＝Ｇｃγｓ＝Ｇｃ·（
ｕ
ｓ＋

ｖ
ｚ
）＝Ｇｃ·［ρ（ｓ）·（φ′＋

ｗ′
Ｒ
）－珔ω′（ｓ）（β′＋

ｗ′
Ｒ
）］ （１５）

已知珔ω′（ｓ）＝ρ－
Ω
ｔ
／∫ｄｓｔ，且令Ｉｄ＝Ω２／∫ｄｓｔ，Ｉρ＝∫ρ２ｔｄｓ。其中，Ｉｄ 为自由扭转惯性矩；Ｉρ 为极惯性

矩；Ｇｃ 为换算截面的切变模量。

则横截面上总扭矩为

Ｔ＝∫τｓρｔｄｓ＝Ｇｃ∫γｓρｔｄｓ＝ＧｃＩｄ（φ′＋ｗ′Ｒ ）＋Ｇｃ（Ｉρ－Ｉｄ）（φ′－β′） （１６）

所得的式（１６）中，第一项为自由扭转扭矩，而第二项则为约束扭转扭矩。

则约束扭转剪切应变能为

Ｖｑ３＝
１
２∫ｌ（

Ｔ２ｓ
ＧｃＩｄ

＋
Ｔ２ｗ

Ｇｃ（Ｉρ－Ｉｄ）
）ｄｘ＝

Ｇｃ
２∫ｌ［Ｉｄ（φ′＋ｗ′／Ｒ）２＋（Ｉρ－Ｉｄ）（φ′－β′）２］ｄｘ （１７）

１．４　外力势能
竖向荷载下曲线梁的外力势能可由其内力（弯矩、剪力、扭矩）表示为
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Ｖｈ１＝－∫ｑ（ｘ）·ｗ（ｘ）ｄｘ－∫ｐ（ｘ）·ｗ′（ｘ）ｄｘ （１８）

Ｖｈ２＝－∫ｌＱ（ｘ）·η′（ｘ）ｄｘ （１９）

Ｖｈ３＝－∫ｌｍ（ｘ）·φ（ｘ）ｄｘ （２０）

式中，ｑ（ｘ），ｐ（ｘ）为沿曲线梁轴线方向（即ｘ 方向）的竖向荷载和集中荷载；Ｑ（ｘ）为沿曲线梁轴线方向
（即ｘ方向）的剪力；ｍ（ｘ）为沿曲线梁轴线方向（即ｘ方向）的扭矩。

１．５　波形钢腹板曲线组合梁弯扭控制微分方程

１．５．１　总势能方程
由以上的应变能和外荷载势能可得到波形钢腹板曲线组合箱梁在弯扭作用下的总势能为

Ｖ＝Ｖｗ ＋Ｖｑ＋Ｖｎ＋Ｖｈ＝
Ｅｃ
２∫ｌ［Ｉｙ（ｗ″－φ′Ｒ）２－２Ｉｙｕ（ｗ″－φ′Ｒ）ξ′＋Ｉｕ（ξ′）２］ｄｘ＋

Ｇｑ
２∫ｌＡｕξ２（ｘ）ｄｘ＋１２∫ｌ

ＧｓＡｓ
α η

２ｄｘ＋

１
２∫ｌＥｃＩ珔ω（β″＋ｗ″Ｒ ）２ｄｘ＋１２∫ｌ［ＧＩｄ（φ′＋ｗ′／Ｒ）２＋Ｇ（Ｉρ－Ｉｄ）（φ′－β′）２］ｄｘ－

∫ｌｑ（ｘ）·ｗ（ｘ）ｄｘ－∫ｌｐ（ｘ）·ｗ′（ｘ）ｄｘ－∫ｌＱ（ｘ）·η′（ｘ）ｄｘ－∫ｌｍ（ｘ）·φ（ｘ）ｄｘ （２１）

１．５．２　弯扭控制微分方程
根据最小势能原理，对式（２１）进行变分，使δＶ＝０，可得

ＥｃＩｙ·（ｗ（４）－φＲ
）－ＥｃＩｙｕ·ξ－ＧＩｄ·（φ

″
Ｒ ＋

ｗ″
Ｒ２
）＋ＥＩ珔ω·（β

（４）

Ｒ ＋
ｗ（４）

Ｒ２
）－ｑ＝０ （２２）

ＥｃＩｙ·（ｗ－φ
″
Ｒ
）－ＥｃＩｙｕ·ξ″－ＧＩｄ·（φ

′
Ｒ ＋

ｗ′
Ｒ２
）＋ＥＩ珔ω·（β


Ｒ ＋

ｗ
Ｒ２
）－ｐ＝０ （２３）

－ＥｃＩｙ·（
ｗ″
Ｒ －φＲ２

）＋ＥｃＩｙｕ·ξ
′
Ｒ －ＧＩｄ

·（φ″＋
ｗ″
Ｒ
）－Ｇ（Ｉρ－Ｉｄ）·（φ″－β″）＋ｍ＝０ （２４）

－Ｇ（Ｉρ－Ｉｄ）·（φ″－β″）＋ＥＩ珔ω·（β
（４）＋

ｗ（４）

Ｒ
）＝０ （２５）

ＥｃＩｙｕ·（ｗ－φ
′
Ｒ
）－ＥｃＩｕ·ξ″＋ＧｃＡｕ·ξ＝０ （２６）

ＧＡ
αη－

Ｑ′＝０η＝
αＱ′
ＧｓＡｓ

（２７）

且得到边界条件为

［ＥＩｙｕ·（ｗ″－φＲ
）＋ＥＩｕ·ξ′］δξ

ｌ

０
＝０ （２８）

２　波形钢腹板曲线组合梁弯扭控制微分方程的求解

建立的曲线箱梁控制微分方程可用各种数值方法求解，对于简支曲线箱梁，可采用伽辽金法进行求
解。伽辽金法是一种数值分析方法，遵循虚功原理，这种方法主要通过简化计算，即将微分方程简化成线
性方程组来求解。其计算具体方法是通过选取有限多项试函数（或称基函数、形函数），将它们叠加，使结
果在求解域内及边界上均满足原方程，以此得到一组易于求解的线性代数方程，且自然边界条件自动满
足。伽辽金法可广泛用于各种数学物理工程问题，为解决各种力学等问题提供了简便计算。
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式中，ｑ０，ｐ０，ｍ０ 为作用在梁上的均布荷载、集中力以及均布扭矩。
另外，根据文献［５］对剪切变形的相关推导，由剪切变形引起的挠度为

ｗ２０＝∫∫αＱ′ＧｓＡｓｄｙｄｘ＋ａ１１ｘ＋ａ２１ （３４）

总的挠度为

ｗ＝ｗ１０＋ｗ２０ （３５）

３　算例

采用推导的结果对文献［１５］中的算例进行计算：某波形钢腹板简支曲线组合梁曲率半径为６０　ｍ，圆
心角为２０．３７°，桥长２１．３２　ｍ，计算跨径为２０．４５　ｍ。截面尺寸具体如图２所示。顶板宽度７　ｍ，厚度０．２５
ｍ，底板宽度４．５　ｍ，厚度０．２５　ｍ，净宽４　ｍ，波形钢腹板厚度１０　ｍｍ，截面总高度为１．５　ｍ，采用１６００型波
形钢腹板。为简化计算，荷载只考虑梁体自重，将自重换算为均布荷载７６．４　ｋＮ／ｍ，未加载扭矩。

图２　波形钢腹板算例尺寸（单位：ｃｍ）

在计算截面特性前，需要将两种材料转换为一种材料，符合材料力学和本文中的假设，本文将钢转换
为混凝土来计算截面特性。计算的截面特性如下：
中性轴到顶板的距离为０．３７　ｍ，到底板的距离为０．６３　ｍ。且计算得，Ｉｙ＝１．０８５　ｍ４，Ｉｙｕ＝－１．３６３　９

ｍ６，Ｉｕ＝５９．１８　ｍ４，Ａｕ＝６．０２　ｍ２，Ｉ珔ω＝０．３２５　ｍ６，Ｉｄ＝１．３　ｍ４，Ｉρ＝４．７４４　ｍ４。
在本文中，若不考虑剪力滞效应时，得到跨中挠度值为７．７　ｍｍ。文献［１５］针对该算例建立了

ＡＮＳＹＳ有限元模型，其挠度的数值计算结果为７．２３５　ｍｍ，理论推导结果为７．７３７　ｍｍ，可见本文若不考
虑剪力滞效应时，计算结果与文献［１５］理论推导结果相近；考虑剪力滞效应时，计算结果与有限元数值计
算结果更接近。扭转角根据截面特性求得０．０１２　３９６°。经过计算结果和有限元结果对比，可以认为本文
推导出的公式正确。
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４　结论

本文针对波形钢腹板简支曲线组合梁，全面考虑曲率、剪力滞效应、剪切变形和刚性扭转的影响，采
用能量变分法对其弯扭效应进行了理论推导，并采用伽辽金法，得到了挠度和扭转角的解析结果，经文献
中的数值算例验证，结果正确。
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