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　　摘要：目前利用Ｄｕｆｆｉｎｇ方程检测微弱的未知信号都是选择一组固定的参数。由于Ｄｕｆｆｉｎｇ
方程对初值的敏感性，使得参数的选择对检测效果产生很大的影响。针对这种情况，分析了

Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的参数和初值之间的关系。由参数和初值之间的关系，分析了不同的参数对检测
效果的影响。验证了目前方程参数的优越性。
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０　引言

随着科学技术的发展，越来越多的机械设备被运用到生活生产中。机械设备的故障，不仅会造成严
重的经济损失，甚至会造成巨大的人员伤亡。由于早期的机械设备故障信号都是非常微弱的，因此微弱
信号的检测具有非常重要的意义。微弱信号检测技术是近几年迅速发展起来的，利用电子学理论、信息
理论和物理学方法来达到强噪声背景下的微弱信号检测［１］。传统微弱信号的检测，都是基于线性和确定
性的系统［２］。传统方法以时域和频域为主，例如小波变换和频谱分析［３－６］。传统方法要求较高的信噪比，

需要对信号进行预处理，局限性较大。随着非线性动力学的发展和混沌理论研究的深入［７－９］，人们开始利
用非线性动力学分析故障零件的动力学行为，揭示故障产生、发展的一般规律［１０］。混沌现象主要是非线
性系统的时间演化行为。混沌系统是终极端敏感的依赖于初始状态的系统。在混沌运动中，初始值非常
靠近的两条轨道，随时间的发展会指数分离。这也就是说，对轨道的长期行为不可能做出准确的预测。
混沌方法具有对微弱信号的敏感性和抗噪能力比较强的优点，是一种比较有前景的微弱信号检测方法。

常见的混沌振子系统有 Ｄｕｆｆｉｎｇ－Ｈｏｌｍｅｓ型混沌振子［１１］、双耦合 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子系统［１２］、Ｄｕｆｆｉｎｇ振子和

Ｖａｎ　ｄｅｒ　ｐｏｌ振子耦［１３］等。不同的混沌振子有不同的特性。本文是基于Ｄｕｆｆｉｎｇ－Ｈｏｌｍｅｓ型混沌振子的参
数分析，分析了系统参数和初值的关系。从不同的参数对系统临界点相图的突变性和混沌区间的保持性
两方面进行分析。通过改变系统的参数，利用 Ｍａｔｌａｂ仿真进行这两方面性质的分析，验证了阻尼系数

ｃ＝０．５的优越性。

１　Ｄｕｆｆｉｎｇ－Ｈｏｌｍｅｓ型混沌振子检测微弱信号的原理

１．１　Ｄｕｆｆｉｎｇ－Ｈｏｌｍｅｓ型混沌方程

Ｄｕｆｆｉｎｇ－Ｈｏｌｍｅｓ型混沌方程如下

ｘ̈＋ｃｘ－ｘ＋ｘ３＝Ｆｃｏｓ　ｔ （１）

式中，ｃ为阻尼系数；Ｆｃｏｓ　ｔ为摄动信号。
从理论上来讲，系统的解在相空间中，随Ｆ／ｃ值的改变而改变。Ｆ／ｃ从０逐渐增加时，系统的解在相
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空间的轨迹为偶阶次谐分岔，此时系统按外加周期力的周期或其倍周期振荡；当Ｆ／ｃ增加到临界值时，出
现同宿轨迹，产生Ｓｍａｌｅ马蹄意义下的混沌运动；当Ｆ／ｃ进一步增加时，系统将出现倒奇阶次谐分岔，最
后以外加周期力的频率进行大尺度的周期振荡，此后Ｆ／ｃ进一步增大时，该周期外轨仍然存在，只是形状
有所变化。

１．２　Ｄｕｆｆｉｎｇ－Ｈｏｌｍｅｓ型混沌振子检测微弱信号的原理
加入微弱待测信号的Ｄｕｆｆｉｎｇ方程为

ｘ̈＋ｃｘ－ｘ＋ｘ３＝Ｆｒｃｏｓ　ｔ＋Ａｃｏｓ（（１＋Δω）ｔ＋φ （２）
式中，Ｆｒ为摄动力幅值；Ａ为待检测信号的幅值；φ为摄动信号和待测信号的相位差；Δω摄动信号和待测
信号的绝对频差。其中Ａ＜＜Ｆｒ。方程中右端两项可化为

Ｆｒｃｏｓ　ｔ＋Ａｃｏｓ（（１＋Δω）ｔ＋φ）＝Ｆ（ｔ）ｃｏｓ（ｔ＋θ（ｔ）） （３）

式中，Ｆ（ｔ）为总策动力幅值，Ｆ（ｔ）＝ Ｆｒ２＋２ＦｒＡｃｏｓ（Δωｔ＋φ）＋Ａ槡 ２；θ（ｔ）为总摄动力的初相角；θ（ｔ）＝

ａｒｃｔａｎ［ Ａｓｉｎ（Δωｔ＋φ）
Ｆｒ＋Ａｃｏｓ（Δωｔ＋φ）

］。

图１　等效驱动力变化过程

因为Ａ＜＜Ｆｒ，所以θ（ｔ）可以忽略不计。检测时将Ｆｒ 置于小于临界
阈值Ｆｄ（由混沌转向大周期的临界阈值），当Δω＝０时若Ｆ（ｔ）＞Ｆｄ 时
为周期运动，在其它的情况下为混沌运动。当Δω≠０时，设Ｆｒ－Ａ＜
Ｆｄ＜Ｆｒ＋Ａ，如图１所示，将摄动信号的矢径，看做不动待测信号矢径，
将以Δω的频率极其缓慢的围绕其旋转。当二者方向一致时Ｆｄ＜Ｆｒ＋
Ａ此时系统相图轨迹是外轨周期１运动状态，则表明有微弱的周期信
号存在，当Ｆｒ－Ａ＜Ｆｄ 时系统则为混沌运动状态，这样系统会出现时
而混沌时而周期的间歇混沌现象。当Δω很小时，Ｆ（ｔ）的变化是非常
缓慢的，要远远的慢于相变的过程。若相变需要一到两个周期，而系统维持稳定周期态或混沌状态的时
间是几十个周期，系统能对待测信号很好的响应，因此周期和混沌的交替出现是非常明显的。说明振子
相变对小信号敏感。这就是检测微弱信号的原理和可行性。

２　Ｈｏｌｍｅｓ－Ｄｕｆｆｉｎｇ方程振子的参数和初值的关系

因为混沌系统对于微弱信号的检测是由于系统对初值或参数的敏感性决定的。不同的参数具有不
同的检测性能，也适用于不同环境下的信号检测。从参数和初值之间的关系，不同参数对系统的检测性
能具有哪些影响，从这两方面分析，来确定系统的参数，是基于 Ｈｏｌｍｅｓ－Ｄｕｆｆｉｎｇ方程振子的参数分析。
方程振子如下

ｄ２　ｘ
ｄｔ２ ＋ｃ

ｄｘ
ｄｔ－ｘ＋ｘ

３ ＝ｆｃｏｓ（ｔ） （４）

式中，初值分别为ｘ（０）＝ｘ０，ｘ（０）＝ｘ０。对式（４）两边进行微分可得
ｄ３　ｘ
ｄｔ３ ＋ｃ

ｄ２　ｘ
ｄｔ２ －

ｄｘ
ｄｔ＋３ｘ

２ｄｘ
ｄｔ＝－ｆｓｉｎ

（ｔ） （５）

将上面两个方程相除消去ｆ可得
ｄ３　ｘ
ｄｔ３ ＋

（ｃ＋ｔｇ（ｔ））ｄ
２　ｘ
ｄｔ２ ＋

（３ｘ２－１＋ｃｏｔ（ｔ））ｄｘｄｔ＋ｔａｎ
（ｔ）（ｘ３－ｘ）＝０ （６）

式中，初值为ｘ（０）＝ｘ０，ｘ（０）＝ｘ０，̈ｘ（０）＝ｆ－ｃｘ０＋ｘ０－ｘ３０。
方程（５）为方程（４）求导所得，方程（６）由方程（４）和方程（５）联立所得，所以方程（４）的解既是方程（５）

的特解，又是方程（６）的解。方程（４）的参数通过变换成为方程（６）的初值，可以看到，在该方程（４）中初值
与参数的敏感性是一致的。

３　Ｈｏｌｍｅｓ－Ｄｕｆｆｉｎｇ方程振子的参数对检测效果的影响和分析

目前，基于Ｈｏｌｍｅｓ－Ｄｕｆｆｉｎｇ方程振子的参数，默认的参数ｃ＝０．５。下面就ｃ的取值，对系统性能的影
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响进行分析，主要从系统临界点相图的突变性和混沌区间的保持性两方面进行分析。
系统临界点相图的突变性是指系统由混沌状态立即进入大周期状态［１４］，突变性代表混沌检测性能的

精度。在检测信号的过程中，若相图发生了突变，说明待测信号中含有与摄动信号频率一致的微弱信号，
下一步就是检测未知信号的大小，通常的做法就是反向调整摄动力的幅值，使相图又回到临界混沌状态。
但是在具体操作的过程中，可能由于幅值调整的幅度过大，越过混沌区间，这就导致误判。因此混沌区间
应该保持一定的“厚度”，这就是混沌区间的保持性。下面通过调整阻尼的值就这两方面的性能进行分
析。设ｃ＝０．１、０．４、０．５、０．６、０．９这５个参数进行分析。使用ｏｄｅ４５仿真，初值为Ｘ＝［００］，摄动力的幅
值步长为０．００１。本文只是提供一般方法，具体需要多大的精度可以进一步计算。
当ｃ＝０．１时系统的分岔图如图２所示。从分岔图可知，并没有明显的混沌与大周期的界限，混沌区

间几乎没有，因此ｃ＝０．１几乎没有价值。
当ｃ＝０．４时系统的分岔图如图３所示。可以看到阈值约为０．６７１，混沌区间厚度约为０．３８，因为选

取的摄动力幅值步长为０．００１，所以图３分辨出的最高精度为０．００１，可以看到混沌和大周期之间具有明
显的界限，具有非常好的检测性能。
当ｃ＝０．５时分岔图如图４所示。临界阈值约为０．８２５，厚度约为０．４５。具有良好的混沌区间保持性

和非常明显的混沌与大周期的界限。
当ｃ＝０．６时分岔图如图５所示。临界阈值约为０．９８４，厚度约为０．１５。混沌区间保持性一般较ｃ＝

０．５时差距较大，但具有非常明显的混沌与大周期的界限。

图２　ｃ＝０．１时的分岔图 图３　ｃ＝０．４时的分岔图

图４　ｃ＝０．５时的分岔图 图５　ｃ＝０．６时的分岔图

　　当ｃ＝０．９时由图６，图７可知，并没有明显的界限，混沌区间几乎没有，因此ｃ＝０．９几乎没有价值。
通过以上分析可以发现，无论是从混沌区间的保持性还是临界点的突变性分析，ｃ＝０．５都表现出良

好的性能。
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图６　ｃ＝０．９时的分岔图 图７　ｃ＝０．９时的放大分岔图

４　结论

通过分析Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的参数和初值之间的关系，证明了参数和初值的一致性。通过改变方程参数，
在混沌区间保持性和临界点的突变性这两方面性能进行了分析，证明了参数ｃ＝０．５的优越性。为参数的
选择提供了一定的参考。由于微弱信号的检测肯定会掺杂噪声，在进行性能分析时，没有加入噪声，有一
定的局限性，未来还需在这方面进行分析。
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