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　　摘要：以“段－中川模型”为基础，叠加几种无限大体和半无限大体的弹性力学问题解答，用选

点法近似满足边界条件，推导出了均布荷载作用下含断裂过程区混凝土简支梁的应力函数全场

解析解；由能量法得到了梁的自振频率，分析了裂缝长度和断裂过程区长度对自振频率的影响；
将断裂过程区的长度用节点非线性弹簧表示，采用Ａｎｓｙｓ软件数值模型模拟了带断裂过程区的

混凝土简支梁，得到混凝土简支梁典型截面的应力分布、竖向位移、裂缝张开位移和自振频率。
理论计算结果和仿真分析结果吻合较好。
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０　引言

Ｗｅｓｔｅｒｇａａｒｄ［１］给出均匀拉力作用下中心裂纹无限大均质板问题的应力函数，其解答简洁明了，成为

线弹性断裂力学的基础。其裂纹尖端的应力呈无穷大，张开位移呈椭圆形，在很多情况下与实际存在差

异。研究表明，以混凝土为代表的准脆性材料与金属材料不同，裂缝尖端区域具有较大的断裂过程区，用

线弹性断裂力学解决混凝土等准脆性材料的断裂问题显然是不合适的。虚裂缝模型［２］能够较好的反应

混凝土在外力作用下的受力和变形特点，但很难得到虚裂缝模型的解析解。推导基于虚裂缝模型的解析

解具有重大的理论和实践意义。
段、中川等［３－４］以弹性理论为基础，采用加权积分法成功得到了拉力作用下中心裂纹的无限大板和含

裂缝４点弯曲简支梁的断裂过程区内黏聚应力和张开位移并存的解析解。
本文通过加权积分后应力 函 数 的 叠 加，得 到 均 布 荷 载 作 用 下 含 断 裂 过 程 区 混 凝 土 简 支 梁 的 应 力 函

数，并根据能量法计算梁的自振频率。

１　问题的应力函数

１．１　弹性力学问题的复变函数表示

对于弹性力学平面问题，应力函数可用以下复数的形式表示

Δ

２

Δ

２　Ｆ（ｚ，珔ｚ）＝０
Ｆ（ｚ，珔ｚ）＝Ｒｅ［珔ｚ（ｚ）＋φ（ｚ）］

（１）

式中，ｚ＝ｘ＋ｉｙ，珔ｚ＝ｘ－ｉｙ；（ｚ），φ（ｚ）称为复Ａｉｒｙ函数。
相应的应力和位移分量可以表示为

σｘ＋ｉτｘｙ ＝′（ｚ）＋珔′（ｚ）－Ｚ珔″（ｚ）－珔φ
″ （ｚ）

σｙ＋ｉτｘｙ ＝′（ｚ）＋珔′（ｚ）－Ｚ珔″（ｚ）－珔φ
″ （ｚ）

（２）
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２Ｇ（ｕ＋２ｖ）＝κ（ｚ）－Ｚ珔′ （ｚ）－珔φ
′ （ｚ） （３）

式中，Ｇ为剪切模量，平面应力时κ＝（３－ｖ）／（１＋ｖ），平面应变时κ＝３－４ｖ，ｖ为泊松比。

１．２　一些基本问题的应力函数

（１）弯矩作用下带对称边裂缝的无限大板。
带对称裂缝的无限大板无穷远处受弯矩作用，如图１所示，其弹性解答为

φ（ｚ，ａ）＝σ０（ｚ
２＋ａ２）１／２／２ （４）

φ（ｚ，ａ）＝－σ０ａ
２ｌｏｇ（ｚ＋（ｚ２＋ａ２）１／２）／２ （５）

　　采用加权函数法，消除解的奇异性，加权函数采用三角加权函数ρ＝２（ａ＋ｂ－ｔ）／ｂ
２，经过加权积分的

弹性解答为

Ｆ１ ＝Ｒｅ（－ｉ珔ｚ１－ｉφ１） （６）

１ ＝σ０ｂ２
（ａ＋ｂ）［ｔ（ｚ２＋ｔ２）１／２＋ｚ２　ｌｏｇ（ｔ＋（ｚ２＋ｔ２）１／２］ｔ＝ａ＋ｂｔ＝ａ －σ０３ｂ２

［（ｚ２＋ｔ２）３／２］ｔ＝ａ＋ｂｔ＝ａ （７）
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２Ｇ（ｕ１＋ｖ１）＝σ０ｂ２
（ａ＋ｂ）［－κｔ（Ｚ２＋ｔ２）１／２－ｉκＺ２ｌｏｇ（ｔ＋（Ｚ２＋ｔ２）１／２）］ｔ＝ａ＋ｂｔ＝ａ ＋

σ０
２ｂ２
（ａ＋ｂ）［ｉｔ（Ｚ２＋ｔ２）１／２－ｉ珚Ｚ（２ｘ＋Ｚ）ｌｏｇ（ｔ＋（Ｚ２＋ｔ２）１／２）］ｔ＝ａ＋ｂｔ＝ａ －

σ０
ｂ２
［－ｉκ３

（Ｚ２＋ｔ２）３／２－ｉ２
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　　 （２）均布荷载作用下简支梁。
均布荷载作用下的简支梁，如图２所示，其应力分量可用复变函数表示为

σｘ ＝６ｑｈ３
（ｌ２－ｘ２）ｙ＋ｑｙｈ

（４ｙ
２

ｈ２－
３
５
） （１０）

τｘｙ ＝－６ｑｈ３ｘ
（ｈ
２

４－ｙ
２） （１１）
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图１　弯矩作用下无限大板
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图２　均布荷载作用下简支梁

１．３　叠加法求问题的应力函数

图３所示的平面问题，可以通过叠加上节的基本应力函数得到图４所示带断裂过程区梁模型的全场

解析解，应满足的边界条件如下。
（１）梁的有效高度为韧带长度和断裂过程区长度之和ａ＋ｂ。
（２）裂缝尖端ｙ＝ａ处正应力达到抗拉强度ｆｔ，即Σσａ＝ｆｔ 时，裂缝向前扩展，并始终沿ｙ轴方向。
（３）梁截面有效高度范围内应力合力为零，即ΣＴ１ｊ＝０。
（４）梁端弯矩和正应力合力为零，即ΣＭｊ＝０，ΣＴ２ｊ＝０；梁底一半的正应力和切应力的合力为零，即



８　　　　 石家庄铁道大学学报（自然科学版） 第３０卷

ΣＴ３ｊ＝０，ΣＱｊ＝０。
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图３　均布荷载作用下带裂缝简支梁
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图４　本文研究的裂缝模型

　　基于以上假设，方程可用矩阵表示为

σ１ａ σ２ａ … σ６ａ
Ｑ１ Ｑ２ … Ｑ６
Ｔ１１ Ｔ１２ … Ｔ１６
Ｍ１ Ｍ２ … Ｍ６
Ｔ２１ Ｔ２２ … Ｔ２６
Ｔ３１ Ｔ３２ … Ｔ

熿
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燅３６
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Ｘ２
Ｘ３
Ｘ４
Ｘ５
Ｘ

熿

燀

燄

燅５

＝

ｆｔ熿

燀

燄

燅

０
０
０
０
０

（１２）

　　由此可以得到Ｘｉ，即各基本函数在解中的权重，根据解答得到的权重，即可通过叠加得到带裂纹简支

梁的应力函数、挠度函数和裂纹的张开位移函数。

１．４　梁的自振频率

基于以上得到的简支梁在均布荷载作用下的应力函数和位移函数，将梁的质量等效为均布荷载，即

可由以下公式计算含切口断裂过程区简支梁的第一自振频率，

ω２ ＝∫
ｌ

０
ｑ（ｘ）Ｙ（ｘ）ｄｘ

∫
ｌ

０
珡ｍ（ｘ）Ｙ２（ｘ）ｄｘ

（１３）

式中，Ｙ（ｘ）为梁的竖向位移函数。

１．５　算例

一混凝土简支梁，高度Ｈ＝８　ｃｍ，宽度Ｂ＝７．５　ｃｍ，长度Ｌ＝３０　ｃｍ，裂缝长度１　ｃｍ，混凝土抗拉强度

ｆｔ＝５．６　ＭＰａ，泊松比ｖ＝０．２，弹性模量Ｅ＝２８　ＧＰａ。
由应力函数得到的沿断裂韧带正应力分布如图５所示，从图５可以看出，应力奇异性消失，应力最大值

出现在断裂过程区尖端处，同时满足正应力的合力为零的条件；真实裂纹面上的正应力不为零是误差所致。
断裂过程区张开位移曲线如图６所示，尖端呈闭合形状。
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图５　沿断裂韧带σｘ 分布
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图６　断裂过程区张开位移曲线
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　　根据图５和图６，得到的拉应变软化曲线如图７所示。
将挠度拟合成四次曲线，由式（１２）得梁自振频率ω＝０．１０１　Ｈｚ。
假设断裂过程区尺度ｂ＝１．０ｃｍ，裂缝长度与自振频率的关系如图８所示，从图８中可以看出，随着

裂缝深度的增长，自振频率呈非线性的减小，非线性特点明显。
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图７　拉应变软化曲线
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图８　韧带尺度与自振频率关系曲线（ｂ＝１ｃｍ）

２　有限元仿真分析

运用Ａｎｓｙｓ软件建立了仿真模型，仿真模型中包含了裂缝和断裂过程区，断裂过程区用弹簧模拟，弹
簧刚度由计算所得。混凝土简支梁受均布荷载，端部施加铰约束，施加在梁端高度的一半的位置附近，混

凝土模型采用ｐｌａｎ４２单元，断裂过程区的弹簧用ｃｏｍｂｉｎ１４单元，设置为轴向受力弹簧，混凝土简支梁的

单元厚度取单位厚度，单元为０．１　ｃｍ×０．１　ｃｍ的四边形单元，整个模型共分为２４　１４０个单元。
将断裂过程区的长度ｂ平均分成ｎ等份，每段的长度ｈ＝ｂ／ｎ，同时假设每一小段上的应力分布呈直

线分布，但斜率不同，从而得到第ｉ段上的应力的合力为

Ｆｉ＝σｉ－１＋σｉ２ ｈ （１４）

从而根据胡克定律可以计算出第ｉ节点上的弹簧刚度如下

ｋｉ＝ Ｆｉ
ｕｉ＋１／２

＝
（σｉ－１＋σｉ）ｈ
２ｕｉ＋１／２

（１５）

　　断裂过程区张开位移呈曲线形状，本文用折线代替曲线，采用５个弹簧模拟，弹簧从上到下的编号为

１，２，３，４，５，根据应力和水平位移计算出弹簧的刚度值如表１所示。
表１　断裂过程区弹簧刚度 Ｎ／ｍｍ

弹簧编号 １　 ２　 ３　 ４　 ５
刚度 ８１　４００　 １２　７４７　 ４　４９６　 １　７７４　 ４５０
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图９　沿断裂韧带理论计算与仿真

分析正应力分布的比较

　　仿真分析得到的混凝土简支梁的最大挠度

为０．００４　５４８　ｃｍ，频率为０．０９８　２２２　Ｈｚ。
将理论计算出的裂缝及其延长线 上 的 正 应

力分 布 与 仿 真 分 析 的 结 果 进 行 比 较，如 图９所

示，二者吻合良好。

３　结论

通过以上研究发现，得出了如下的结论：
（１）基于Ｄｕａｎ－Ｎａｋａｇａｗａ模型，得到了含断

裂过程区的混凝土简支梁的全场解析解，根据应

力函数计算出裂纹及其延长线上应力符合虚裂



１０　　　 石家庄铁道大学学报（自然科学版） 第３０卷

纹模型的应力分布，应力边界条件基本满足。
（２）理论计算方法得到了裂纹张开位移曲线和软化曲线，张开位移曲线在裂纹尖端呈缓慢收缩于零

的闭合形状，软化曲线整体上是一条下凹的曲线，开始随应力降低，位移减小较快，到达裂纹尖端附近位

置，位移缓慢收缩至零。
（３）含裂缝梁的韧带长度对梁的自振频率影响大，随着韧带长度减小，自振频率降低较快，明显呈非

线性；而断裂过程区长度对结构自身频率的影响较小。
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