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一种基于Ｄｕｆｆｉｎｇ方程微弱信号检测的
盲域消除方法

赵　波，　赵志宏，　杨绍普

（石家庄铁道大学 机械工程学院，河北 石家庄　０５００４３）

　　摘要：目前微弱信号的检测大多适用于特定频率的信号，效率低，而且忽略了待测信号初始
相位对检测效果的影响，存在盲域，精度低等缺点。针对这种情况，提出了一种高效率、高精度
的盲域消除法和变尺度法结合的新方法。即使用一组确定的参数，在分析初始相位对检测效果
的影响下，构造检测方程组，来检测未知的微弱信号。通过实例验证，相比以前的检测方法，此
方法的检测精度更高，且简洁高效。
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０　引言

针对微弱信号的检测，传统的方法以时域和频域分析为主，例如小波分析和频谱分析［１－４］等方法，要
求信号有较高的信噪比，且需要对信号进行预处理，来消除噪声，局限性很大。虽然消噪可以减少噪声的
干扰，但是在消噪的同时，也会损失有用的微弱信号。随着非线性动力学的发展和混沌理论研究的深
入［５－７］，人们开始利用混沌方法来检测微弱信号。尽早发现机械设备的故障，可以避免重大事故的发生。

机械设备早期的故障信号是非常微弱的，因此有效地检测出微弱的故障信号具有非常重要的意义。不同
的设备具有不同的特征频率。齿轮和轴承是多数机械设备的重要组成零件，也是故障的多发区。齿轮的
振动频率和齿数、转速和重叠系数有关，出现故障时会产生新的频率成分，这些都称为齿轮的特征频率。

早期故障频率相对于其它的特征频率是非常微弱的，因此若是能够从振动信号中检测出微弱的具有特征
频率的故障信号，就可以诊断出机械设备的故障［８］。由于混沌系统对参数的极其敏感性和对噪声的免疫
性，文献［９］利用典型的Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌方程，说明了混沌系统检测微弱信号的原理，文献［１０］研究了混沌对
微弱信号的放大原理，并通过数值仿真和电路模拟，验证了微弱信号非线性放大的优越性。文献［１１］更
进一步地研究了混沌振子在检测微弱信号时的可靠性。文献［１２］分析了噪声对基于Ｄｕｆｆｉｎｇ方程弱信号
检测的影响，说明了混沌振子对噪声的免疫性。文献［１３］研究了耦合振子对微弱周期信号的敏感性和对
噪声的免疫力。文献［１４］研究了混沌吸引子某方面的特征量，具有量化微弱故障信号的优越性。因混沌
系统对待测信号的信噪比要求比较低［１１］，这种混沌检测方法相对传统的检测方法，具有不失真和高精度
的优点。因此利用此方法检测微弱信号具有重要意义。但是，由于混沌系统对初始值的敏感性［１５］，使得
系统只能检测特定频率的信号。若检测未知频率的信号，需要通过改变方程的参数来进行检测。但混沌
系统对参数的变化非常敏感，改变参数会增加很大的工作量，效率低下。另外由于摄动信号初始相位的
影响，信号检测存在盲域。针对目前检测方法效率低、精度低的缺点，提出了一种新的基于Ｄｕｆｆｉｎｇ微弱
信号检测的盲域消除方法，即构造出检测方程组，只需改变一个参数来检测未知频率的微弱信号。相比
传统方法，此方法的检测范围大，而且没有检测盲区，另外通过数值仿真，分析了驱动信号初始相位对阈
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值的影响，可通过改变驱动信号的幅值来消除这种影响，使检测精度更高。

１　待测信号初始相位对检测的影响

典型的Ｄｕｆｆｉｎｇ方程具有如下形式

ｘ̈＋ｋｘ－ｘ＋ｘ３ ＝Ａｄｃｏｓ（ｔ）＋ｓ（ｔ）＋ｎ（ｔ） （１）

式中，ｋ为阻尼比；－ｘ＋ｘ３ 为非线性恢复力项；Ａｄｃｏｓ（ｔ）驱动信号；ｓ（ｔ）为检测的微弱信号；ｎ（ｔ）为噪声信
号。作为典型的混沌方程，Ｄｕｆｆｉｎｇ方程具有对初始条件的敏感性，这可以等价于对方程驱动信号的幅值

Ａｄ 的敏感性。由于非线性恢复力项的存在，Ｄｕｆｆｉｎｇ方程有复杂的动力学特性，通过系统相图的改变来
判断待测的微弱信号是否存在。
目前检测的微弱信号都是假设未知信号相位为零的情况下，实际生活中几乎没有这种理想的信号，

所以此方法存在误差，因此有必要研究待测信号的初始相位对检测系统的影响。

１．１　在不考虑驱动信号初始相位时的检测效果
假设系统的阻尼Ｋ＝０．５，则临界幅值Ａｄ＝０．８２５，摄动信号幅值为０．８，驱动信号的初始相位为α，待

测信号有初始相位φ，待测信号幅值ｈ＝０．０６，其中α，φ∈［－π，π］，则Ｄｕｆｆｉｎｇ方程（２）具有如下形式

ｘ̈＋０．５ｘ－ｘ＋ｘ３ ＝０．８ｃｏｓ（ｔ＋α）＋ｈｃｏｓ（ｔ＋φ） （２）
如果仅分析φ对检测性能的影响，可以假设α＝０，对Ｄｕｆｆｉｎｇ方程（２）右端的两项进行简化得到

０．８ｃｏｓ（ｔ＋α）＋ｈｃｏｓ（ｔ＋φ）＝ ０．８２＋１．６ｈｃｏｓφ＋ｈ槡 ２×ｃｏｓ（ｔ＋θ） （３）
式中，θ＝ａｒｃｔａｎ［ｈｓｉｎφ／（０．８＋ｈｃｏｓφ）］。
式（３）可以看做是初始方程的驱动项，摄动项的初相为θ，在不考虑θ的情况下，对检测系统进行分

析。对检测系统的临界幅值几乎没有任何的影响，只是影响轨迹解的初始位置，因此可以不予考虑。对
检测效果产生的影响可以进一步表示

０．８２＋１．６ｈｃｏｓφ＋ｈ槡 ２ ＞Ａｄ （４）
若满足方程（４）则系统相图发生相变，系统动力学特性由混沌向大尺度周期转变，即可以证明与驱动信号具
有相同频率的微弱信号的存在。反之系统相图没有发生转变，则就检测不到待测的微弱信号。若假设待测
信号的幅值ｈ＝０．０６，因为０．８＋０．０６＞Ａｄ＝０．８２５理论上讲是可以检测到的。简化方程（４）可以得到

φ＞ａｒｃｃｏｓ（
Ａｄ２－ｈ２－０．８２

１．６ｈ
） （５）

带入具体数值可得，当－６７．３１４°＜φ＜６７．３１４°这能够使Ｄｕｆｆｉｎｇ方程从混沌向大尺度周期状态转化，数值
实验结果表明，当φ＝６７．３１４°时，检测的相图如图１所示，系统处于混沌状态。当φ＝６７°时，相图如图２
所示，系统处于大尺度周期状态。结果表明实验验证与理论结果相差不大。为了使检测结果更加精确缩
小φ的取值范围－６７°＜φ＜６７°，即认为待测信号的初相位与摄动信号的初相位的相位差在此范围内时，
待测信号可以被检测出来。当ｈ＞０．０６时，由式（５）可知φ的取值范围也要增大，显然－６０°＜φ＜６０°的取
值范围，同样满足ｈ＞０．０６的幅值所有情况。

图１　φ＝６７．４１３°时的相图 图２　φ＝６７°时的相图
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１．２　考虑驱动信号初始相位对检测效果的影响
下面就α≠０的影响进行分析。为了不失一般性，将Ｄｕｆｆｉｎｇ方程等号右边的两项化为

Ｆｄｃｏｓ（ｔ＋α）＋ｈｃｏｓ（ｔ＋φ）＝Ｆ′ｃｏｓ（ωｔ＋θ′） （６）

式中，Ｆ′＝ Ｆ２ｄ＋ｈ２＋２Ｆｄｈｃｏｓ（φ－α槡 ）；θ′＝ａｒｃｔａｎ
Ｆｄｓｉｎα＋ｈｓｉｎφ
Ｆｄｃｏｓα＋ｈｃｏｓφ

，当α＝０或α＝π 时，θ′＝ａｒｃｔａｎ

（ｈ／Ｆｄ）ｓｉｎφ
±１＋（ｈ／Ｆｄ）ｃｏｓφ

≈０，当α＝０或α＝π时，θ′＝ａｒｃｔａｎ
Ｆｄｓｉｎα＋ｈｓｉｎφ
Ｆｄｃｏｓα＋ｈｃｏｓφ

，右端项中，由于ｈＦｄ，可以忽略

不计，所以式子可以简化为θ′＝α。由于系统对初值的敏感，参数的改变会影响检测的阈值。使用Ｓｉｍｕ－
ｌｉｎｋ仿真，其仿真模型如图３。
根据仿真结果做图４。可以看到，随着初相的不同，由方程（６）的分析可知，检测系统临界阈值会有一

定程度的改变。当α＝０或α＝π时，由仿真可知系统的阈值稍微有些改变，但是与α取其它值时相比，变
化相对很小，这与上文的分析结果一致，所以当α＝０或α＝π时，系统阈值变化最小，系统的检测精度
最高。

图３　Ｄｕｆｆｉｎｇ方程的Ｓｉｍｕｌｉｎｋ仿真模型
图４　初相和阈值的关系

２　盲域消除法

从式（４）可知，实际情况中φ∈［－π，π］，而当幅值ｈ≥０．０６的待测信号，只有φ∈［－π／３，π／３］能够被
检测出来，也就是说满足这一幅值条件的待测信号，被检测出来的概率只有３３．３％，显然误差太大，有

６６．７％的概率检测不出来［１６］。为了消除这种影响，就将方程（２）变为
ｘ̈＋０．５ｘ－ｘ＋ｘ３ ＝０．８ｃｏｓ（ｔ＋α）－ｈｃｏｓ（ｔ＋φ） （７）

则方程（７）能够检测的待测信号的相位差范围为φ∈［－π，－２π／３］∪［２π／３，π］，可知通过改变方程，使有
效检测的概率变为６６．７％，大大提高检测概率。此方法称为盲域消除法。对于另外的不可检测区间φ∈
［－２π／３，－π／３］和φ∈［π／３，２π／３］时，由方程（６）中Ｆ′＝ Ｆ２ｄ＋ｈ２＋２Ｆｄｈｃｏｓ（φ－α槡 ）可知，若假设当Ｆ′＝
Ａｄ 经化简可得

φ－α＞ａｒｃｃｏｓ（
Ａ２ｄ－ｈ２－Ｆ２ｄ
２Ｆｄｈ

） （８）

通过式（７）可知，可以通过改变摄动信号初相α使φ－α处于可检测区域，则未知信号可以被检测出来。即
通过改变α的值，使待测信号的初始相位位于检测区域，来达到消除盲域的目的。在方程（２）中取α＝π／２
则φ－α∈［－π／３，π／３］，即φ∈［－π／６，５π／６］。同样在方程（７）中取α＝π／２，则可以得到φ－α∈［－π，－
２π／３］∪［２π／３，π］，即φ∈［－５π／６，－π／６］。
从上面的分析可知，当检测幅值ｈ≥０．０６的待测信号时，可以分别使α＝０，α＝π／２分别代入到方程

（２）、（７）中得到４个方程，这４个方程覆盖的范围为［－π，π］的整个区间，因此只要有一个方程的相图发
生改变，即可认为有待测的信号。所以，可以构建一个方程组来达到消除检测盲域，进而检测未知频率的
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微弱信号。

３　实例验证

通过分析可知，在检测未知频率的待测信号时，可以将盲域消除法和变尺度法［１７］进行结合，并通过构
造检测方程组，消除传统方法检测未知信号时的缺点。下面通过实例来验证此方法的可行性。
假设未知信号ｓ（ｔ）＝０．００２ｃｏｓ（５ｔ＋８０°），在传统方法中不考虑驱动信号的初始相位对检测阈值的影

响，其构造的检测方程组为

ｘ̈＋０．５ｘ－ｘ＋ｘ３ ＝０．８２４ｃｏｓ（ｔ）＋ｓ（ｔ）

ｘ̈＋０．５ｘ－ｘ＋ｘ３ ＝０．８２４ｃｏｓ（ｔ）－ｓ（ｔ）

ｘ̈＋０．５ｘ－ｘ＋ｘ３ ＝０．８２４ｃｏｓ（ｔ＋π）＋ｓ（ｔ）

ｘ̈＋０．５ｘ－ｘ＋ｘ３ ＝０．８２４ｃｏｓ（ｔ＋π）－ｓ（ｔ

烅

烄

烆 ）

（９ａ）
（９ｂ）
（９ｃ）
（９ｄ）

　　利用式（９）检测待测信号，利用变尺度系数法，重点是对比待测信号初始相位对检测效果的影响，因
此利用文献［１６］的方法直接采用变尺度系数Ｒ＝５，其方程检测相图分别对应图５、图６、图７、图８所示。

图５　方程（９ａ）的相图
图６　方程（９ｂ）的相图

图７　方程（９ｃ）的相图 图８　方程（９ｄ）的相图

　　考虑到摄动信号初相对阈值的影响，当α＝０时，Ｆｄ＝０．８２６；当α＝π／２时，Ｆｄ＝０．８２７。所以构造方
程组时，当α取不同的值时，驱动信号的幅值也应相应的改变，这样可以在一定程度上消除初相对检测效
果的影响，其检测方程组为

ｘ̈＋０．５ｘ－ｘ＋ｘ３ ＝０．８２４ｃｏｓ（ｔ）＋ｓ（ｔ）

ｘ̈＋０．５ｘ－ｘ＋ｘ３ ＝０．８２４ｃｏｓ（ｔ）－ｓ（ｔ）

ｘ̈＋０．５ｘ－ｘ＋ｘ３ ＝０．８２５ｃｏｓ（ｔ＋π／２）＋ｓ（ｔ）

ｘ̈＋０．５ｘ－ｘ＋ｘ３ ＝０．８２５ｃｏｓ（ｔ＋π／２）－ｓ（ｔ

烅

烄

烆 ）

（１０ａ）
（１０ｂ）
（１０ｃ）
（１０ｄ

烅

烄

烆 ）
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　　图９、图１０、图１１、图１２分别对应式（１０）的４个相图。由相图的变化可知，利用式（１０）检测时，信号
可以被检测出来。理论上利用式（９）也可以检测出来，但是，由于式（９）中没有考虑到驱动信号初始相位
对检测阈值的影响，所以没有检测出待测信号。因此相比传统方法，新方法检测准确度更高。

图９　方程（１０ａ）的相图 图１０　方程（１０ｂ）的相图

图１１　方程（１０ｃ）的相图 图１２　方程（１０ｄ）的相图

４　结论

经实例验证，利用Ｄｕｆｆｉｎｇ方程可以很好检测出微弱的未知信号。通过盲域消除法和变尺度法的结
合，构造新的检测方程组，利用新的检测方程组和传统的检测方程组对比，可以发现新的检测方程组比传
统的检测方法准确度更高。此方法只需通过改变变尺度系数就可以达到只改变一个参数来检测方程的
高效率检测方法，另外利用方程初始相位的改变，来达到消除检测盲域，相比传统的检测方法，既高效又
准确。但是此方法忽略了噪声对检测效果的影响，有待进一步研究。
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