
第２９卷　第４期 石家庄铁道大学学报（自然科学版） Ｖｏｌ．２９　Ｎｏ．４

２０１６年１２月ＪＯＵＲＮＡＬ　ＯＦ　ＳＨＩＪＩＡＺＨＵＡＮＧ　ＴＩＥＤＡＯ　ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＹ（ＮＡＴＵＲＡＬ　ＳＣＩＥＮＣＥ） Ｄｅｃ．２０１６


一个能量与位势相依的二阶谱问题及
其相关的发展方程族

张瑞君１，　刘亚峰２

（１．河北工业大学 理学院，天津　３００４０１；２．石家庄铁道大学 数理系，河北 石家庄　０５００４３）

　　摘要：本文将研究一个二阶谱系及相关的非线性发展方程及其 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，利用Ｌａｘ对

非线性化方法，讨论经典力学的Ｊａｃｏｂｉ－Ｏｓｔｒｏｇｒａｄｓｋｙ坐 标，得 到Ｂａｒｇｍａｎｎ约 束 下 完 全 可 积 的

Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，通过Ｂａｒｇｍａｎｎ约束，从而给出发展方程族解的对合表示。
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０　引言

非线性发展方程与有限维完全可积 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统之间的关系是数学物理研究的一个十分重要的内

容。Ｌａｘ对非线性化［１］是一个有效的获得有限维可积系统的方法，近年来被广泛用于求解非线性发展方

程［２－４］，特别是孤子方程。本 文 研 究 一 个 新 的 二 阶 谱 问 题，得 到 一 类 ＨＤ型 非 线 性 发 展 方 程 族。通 过 将

Ｌａｘ对非线性化方法获得有限维 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统，并证明此系统在Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ意义下的完全可积，进而由其

Ｂａｒｇｍａｎｎ约束给出非线性发展方程解的表示。

１　谱问题及对应的发展方程族及Ｌａｘ表示

讨论二阶线性谱问题

Ｌφ＝φｘｘ ＋λ
２　ｕφ＋λνφ＝２λφｘ （１）

式中，ｕ＝ｕ（ｘ，ｔ），ｖ＝ｖ（ｘ，ｔ）为谱问题的位势函数；λ，φ分别为特征值及对应的特征函数。
在基础空间Ω＝（－∞，＋∞）上讨论谱问题（１），假设ｕ，ν，φ及其导数在ｘ→±∞时速降。
命题１　（１）如下二阶谱问题构成完整谱系

Ｌφ＝ （
２＋λ２　ｕ＋λν）φ＝２λφｘ

珚Ｌψ＝ （
２＋（λ＊）２　ｕ＋（λ＊）ν）ψ＝－２λ＊ψ｛ ｘ

（２）

　　（２）若φ，ψ是谱系（２）的特征值λ所对应的特征函数，则

ｇｒａｄλ＝
δλ／δν
δλ／δ（ ）ｕ ＝ （∫Ω

２φｘψｄｘ）－
１ λφψ
λ２（ ）φψ

（３）

　　设谱问题（１）的辅谱问题为φｔｍ＝ｗｍφ，其中

ｗｍ ＝∑
ｍ

ｊ＝０

（－１２ｂｊｘ －λｂｊ＋ｂｊ
）λｍ－ｊ＋１ （４）

令ｇｊ＝（ｂｊ，ｂｊ＋１）Ｔ，ｊ＝－１，０，１，２，…，ｍ，则由相容性条件φｘｘｔ＝φｔｘｘ，得如下递推关系

Ｋｇｊ ＝Ｊｇｊ＋１，ｊ＝－１，０，１，２，…，ｍ－１ （５）
其中

Ｋ ＝
０ １

２
３

１
２

３ ν＋

烄

烆

烌

烎
ν
　，　Ｊ＝

１
２

３　 ０

０　 ２－ｕ－

烄

烆

烌

烎ｕ
（６）
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直接计算可知

Ｋｇｒａｄλ＝λＪｇｒａｄλ （７）

取ｇ－１＝（ｂ－１，ｂ０）Ｔ＝（０，（１－ｕ）－
１
２）Ｔ，则有Ｊｇ－１＝０，

并由（５）得到递推序列｛ｇｊ，ｊ＝１，２，…｝。
定理２　 在等谱（λｔ＝０）条件下，非线性发展方程族为

（ｖｔｍ，ｕｔｍ）
Ｔ ＝Ｋｇｍ－１ ＝Ｊｇｍ，　ｍ＝０，１，２，… （８）

　　对应的Ｌａｘ对为

Ｌφ＝λφ
φｔｍ ＝ωｍφ｛ ，　ｍ＝０

，１，２，… （９）

　　显然，这是一个 ＨＤ型非线性发展方程族。特别，当ｍ＝０时，发展方程为

ｖｔ０ ＝
１５
１６
（ｕｘ）３（１－ｕ）－

７
２ ＋９８ｕｘｕｘｘ

（１－ｕ）－
５
２ ＋１４ｕｘｘｘ

（１－ｕ）－
３
２

ｕｔ０ ＝ｖｘ（１－ｕ）
－１２ ＋ｖｕｘ（１－ｕ）－

烅
烄

烆
３
２

（１０）

　　当ｍ＝１时，发展方程为

ｖｔ１ ＝
９
８ｕｘｖｘｘ

（１－ｕ）－
５
２ ＋１４ｖｘｘｘ

（１－ｕ）－
３
２ ＋３８ｕｘｘｘｖ

（１－ｕ）－
５
２ ＋９８ｕｘｘｖｘ

（１－ｕ）－
５
２ ＋

　　４５１６ｕｘｕｘｘｖ
（１－ｕ）－

７
２ ＋３５１６

（ｕｘ）２ｖｘ（１－ｕ）－
７
２ ＋１０５３２

（ｕｘ）３ｖ（１－ｕ）－
９
２

ｕｔ１ ＝
１５
１６
（ｕｘ）３（１－ｕ）－

７
２ ＋９８ｕｘｕｘｘ

（１－ｕ）－
５
２ ＋１４ｕｘｘｘ

（１－ｕ）－
３
２ ＋

　　 ３２ｖｘｖ
（１－ｕ）－

３
２ ＋３２ｕｘｖ

２（１－ｕ）－

烅

烄

烆

５
２

（１１）

２　Ｂａｒｇｍａｎｎ系统与Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则系统

设谱系（２）的Ｎ 个不同的特征值为λ１＜λ２＜…＜λＮ，φｊ，ψｊ 为对应于λｊ，ｊ＝１，２，…，Ｎ 的特征函数，
令Λ＝ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λＮ），φ＝（φ１，φ２，…，φＮ）

Ｔ，ψ＝（ψ１，ψ２，…，ψＮ）
Ｔ。

命题３　设Ｇｊ＝（＜Λｊφ，ψ＞，＜Λｊ
＋１
φ，ψ＞），则

ＫＧｊ＝ＪＧｊ＋１。
令ｇ０＝Ｇ０，构造Ｂａｒｇｍａｎｎ约束［１］

ｕ＝１－〈Λφ，ψ〉－
２，ｖ＝２〈Λ２φ，ψ〉〈Λφ，ψ〉－

３ （１２）

　　由此，谱系（２）等价于如下Ｂａｒｇｍａｎｎ系统

φｘｘ ＋Λ
２
φ－Λ

２〈Λφ，ψ〉－
２
φ＋２Λ〈Λ

２
φ，ψ〉〈Λφ，ψ〉－

３
φ＝２Λφｘ

ψｘｘ ＋Λ
２
ψ－Λ

２〈Λφ，ψ〉－
２
ψ＋２Λ〈Λ

２
φ，ψ〉〈Λφ，ψ〉－

３
ψ＝－２Λψ｛ ｘ

（１３）

　　现在寻找Ｂａｒｇｍａｎｎ系统（１３）对应的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的Ｊａｃｏｂｉ－Ｏｓｔｒｏｇｒａｄｓｋｙ坐标。
定义Ｌａｇｒａｎｇｅ函数

Ｉ^＝∫Ω
Ｉｄｘ （１４）

其中

Ｉ＝ 〈Λ２φ，ψ〉〈Λφ，ψ〉－
２－〈Λ２φ，ψ〉－〈Λφ，ψｘ〉＋〈φｘ，ψｘ〉＋〈Λφｘ，ψ〉 （１５）

　　命题４　Ｂａｒｇｍａｎｎ系统（１３）等价于如下Ｅｕｌｅｒ－Ｌａｇｒａｎｇｅ方程

δ^Ｉ
δφ
＝０，　δ^Ｉδψ

＝０ （１６）

　　设ｙ１，ｙ２ 为广义坐标，ｚ１，ｚ２ 为广义动量，Ｈａｍｉｌｔｏｍ函数ｈ＝∑
２

ｊ＝１

〈ｙｊｘ，ｚｊ〉－Ｉ。

则ｙ１，ｙ２，ｚ１，ｚ２ 满足如下方程［５］

ｙｊｘ ＝ ｛ｙｊ，ｇ｝＝ｈｚｊ
，　ｚｊｘ ＝ ｛ｚｊ，ｇ｝＝－ｈｙｊ

　ｊ＝１，２ （１７）
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由文献［４］的方法，得

ｄＩ＝∑
２

ｊ＝１
（－〈ｚｊｘ，ｄｙｊ〉＋〈ｙｊｘ，ｄｚｊ〉）。

若取ｙ１＝φ，ｙ２＝ψ，直接计算得ｚ１＝ψｘ＋Λψ，ｚ２＝φｘ－Λφ。
构造Ｊａｃｏｂｉ－Ｏｓｔｒｏｇｒａｄｓｋｙ坐标如下

ｑ１ ＝ｙ１，ｑ２ ＝ｚ２，ｐ１ ＝－ｚ１，ｐ２ ＝ｙ２ （１８）

　　在坐标系（１８）下，Ｂａｒｇｍａｎｎ约束化为

ｕ＝１－〈Λｑ１，ｐ２〉－２，ｖ＝２〈Λ２ｑ１，ｐ２〉〈Λｑ１，ｐ２〉－３ （１９）

　　由此Ｂａｒｇｍａｎｎ系统（１３）等价于如下 Ｈａｍｉｌｔｏｎ正则系统

ｑｊｘ ＝ ｛ｑｊ，ｇ｝＝ ｈｐｊ
，　ｐｊｘ ＝ ｛ｐｊ，ｇ｝＝－ｈｑｊ

　ｊ＝１，２ （２０）

此时

ｈ＝－〈ｑ２，ｐ１〉－〈Λｑ２，ｐ２〉－〈Λｑ１，ｐ２〉－〈Λ２ｑ１，ｐ１〉〈Λｑ１，ｐ２〉－２ （２１）

３　Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的完全可积性

在Ｂａｒｇｍａｎｎ约束（１９）和Ｊａｃｏｂｉ－Ｏｓｔｒｏｇｒａｄｓｋｙ坐标（１８）下，发展方程族的Ｌａｘ对（９）非线性化为如

下矩阵形式［１，４］

Ｑｘ ＝ＭＱ，Ｐｘ ＝－ＭＴＰ；

Ｑｔｍ ＝ＶｍＱ，Ｐｔｍ ＝－Ｖ
Ｔ
ｍＰ｛ ；　

ｍ＝０，１，２，… （２２）

其中

Ｑ＝
ｑ１
ｑ（ ）２ ＝ 　φ

φｘ－Λ（ ）φ ，　Ｐ＝
ｐ１
ｐ（ ）２ ＝ －ψｘ－Λψ

　（ ）ψ

Ｍ ＝
Λ Ｅ

Λ２－Λ２　ｕ－Λｖ（ ）Λ ＝
Λ　Ｅ
α　（ ）

烅

烄

烆 Λ

（２３）

α＝Λ２〈Λｑ１，ｐ２〉－２－２Λ〈Λ２ｑ１，ｐ２〉〈Λｑ１，ｐ２〉－３，Ｖｍ ＝ （ωｍｉｊ）２×２，ｉ，ｊ＝１，２；ｍ＝０，１，２，…。

ωｍ１１ ＝∑
ｍ

ｊ＝０
－１２ｂｊｘΛ

ｍ－ｊ＋１ ＝∑
ｍ

ｊ＝０
－１２

〈Λｊ＋１ｑ２，ｐ２〉＋１２
〈Λｊ＋１ｑ１，ｐ１（ ）〉Λｍ－ｊ＋１；

ωｍ１２ ＝∑
ｍ

ｊ＝０
ｂｊΛｍ－ｊ＋１ ＝∑

ｍ

ｊ＝０

〈Λｊ＋１ｑ１，ｐ２〉Λｍ－ｊ＋１；

ωｍ２１ ＝∑
ｍ

ｊ＝０
－１２ｂｊｘｘ ＋Λ

２ｂｊ－Λ２　ｕｂｊ－Λｖｂ（ ）ｊ Λｍ－ｊ＋１ ＝∑
ｍ

ｊ＝０

〈Λｊ＋１ｑ２，ｐ１〉Λｍ－ｊ＋１；

ωｍ２２ ＝∑
ｍ

ｊ＝０

１
２ｂｊｘΛ

ｍ－ｊ＋１ ＝∑
ｍ

ｊ＝０

１
２
〈Λｊ＋１ｑ２，ｐ２〉－１２

〈Λｊ＋１ｑ１，ｐ１（ ）〉Λｍ－ｊ＋１。
　　定理５　在Ｂａｒｇｍａｎｎ约束条件（１９）下，发展方程族Ｌａｘ对（９）等价于如下 Ｈａｍｉｌｔｏｍ正则方程［４，７］

Ｑｘ ＝ｈＰ
，　Ｐｘ ＝－ｈＱ

Ｑｔｍ ＝
ｈｍ
Ｐ
，　Ｐｔｍ ＝－

ｈｍ


烅

烄

烆 Ｑ

　ｍ＝０，１，２，… （２４）

　　其中 Ｈａｍｉｌｔｏｍ函数为（２１）式，ｈｍ 为

ｈｍ ＝－∑
ｍ

ｊ＝０

〈Λｍ－ｊ＋１ｑ１，ｐ１〉〈Λｊ＋１ｑ１，ｐ２〉
〈Λｍ－ｊ＋１ｑ２，ｐ１〉〈Λｊ＋１ｑ２，ｐ２〉

＋∑
ｍ

ｊ＝０

１
４
（〈Λｊ＋１ｑ１，ｐ１〉＋〈Λｊ＋１ｑ２，ｐ２〉）（〈Λｍ－ｊ＋１ｑ１，ｐ１〉＋〈Λｍ－ｊ＋１ｑ２，ｐ２〉）

（２５）
令［６］

Ｅ（１）
ｋ ＝ ∑

Ｎ

ｌ＝１，ｌ≠ｋ

１
λｋ－λｌ

（ｑ１ｋｑ２ｌ－ｑ２ｋｑ１ｌ）（ｐ１ｋｐ２ｌ－ｐ２ｋｐ１ｌ），Ｅ（２）
ｋ ＝ ∑

Ｎ

ｌ＝１，ｌ≠ｋ

１
λｋ－λｌ

Ｂｉｊ （２６）

其中，Ｂｉｊ＝∑
２

ｉ＝１
ｑｉｌｐｉｌ∑

２

ｊ＝１
ｑｊｋｐｊｋ。



１０８　　 石家庄铁道大学学报（自然科学版） 第２９卷

命题６　
（ｉ）　｛Ｅｍｊ，Ｅｎｋ｝＝０，ｊ，ｋ＝１，２，…，Ｎ；　ｍ，ｎ＝１，２ （２７）

　　（ｉｉ）　｛ｄＥｍｊ，ｊ＝１，２，…，Ｎ；ｍ＝１，２｝线性独立；

（ｉｉｉ）　Υμ＝∑
Ｎ

ｊ＝１

１
μ－λｊ

（Ｅ１ｊ＋Ｅ２ｊ）＝∑
∞

ｍ＝０μ
－ｍ－１　ｈｍ，　ｈｍ＝∑

Ｎ

ｊ＝１
λｍｊ（Ｅ１ｊ＋Ｅ２ｊ）　ｍ＝０，１，２，…。

定理７　Ｈａｍｉｌｔｏｍ系统（２４）在Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ意义下是完全可积系，并且 Ｈａｍｉｌｔｏｍ相流ｇｔｍｈｍ，ｇ
ｔｎｈｎ

可换。
证明：由（２７）式直接计算得｛Υμ，Υλ｝＝０，｛ｈｍ，ｈｎ｝＝０，ｍ，ｎ＝０，１，２，…。
直接计算可知｛ｈ，Ｅｌｊ｝＝０，ｌ＝１，２；ｊ＝０，１，２，…，Ｎ，
所以｛ｈ，ｈｍ｝＝０，　ｍ＝０，１，２，…
由Ａｒｎｏｌｄ定理［５］，Ｈａｍｉｌｔｏｍ系统（２４）是完全可积系，且 Ｈａｍｉｌｔｏｍ相流可换。
定理８　设（ｑ１，ｑ２，ｐ１，ｐ２）满足 Ｈａｍｉｌｔｏｍ系统（２４），则式（１９）

ｕ＝１－〈Λｑ１，ｐ２〉－２〈Λ２ｑ１，ｐ２〉〈Λｑ１，ｐ２〉－３

为非线性发展方程族（８）的对合解［２，４］。

４　结论

本文主要研究了 Ｈ－Ｄ型非线性发展方程族的Ｌａｘ对，根据谱问题的位势函数与特征函数之间的约

束关系，可得到Ｌｉｏｕｖｉｌｅ意义下的完全可积系统，进而利用完全可积的 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统的对合解表示发展

方程的解。
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