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　　摘要：研究了工件带有拒绝费用的ｍ 台平行机在线算法，假定有ｍ 台平行机Ｍ１，Ｍ２，…，

Ｍｍ，ｎ个工件Ｊ１，Ｊ２，…，Ｊｎ，每个工件的加工时间与拒绝费用成固定的比例α（α≥０），即ｐｊ＝αｔｊ，
当α较大时，即工件的拒绝费用相对于加工时间较大，则将此工件接收加工；当α较小时，即每个
工件的拒绝费用相对于其加工时间较小，此时将工件拒绝。文中设计出在线算法ＰＲＬＳ，并证明
算法的竞争比为关于参数α的分段函数，且为紧界。
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０　引言

在经典的排序文献中，所有的工件都不允许被拒绝，换言之，任何工件都必须被安排到机器上进行加
工。然而在工厂实际生产过程中，生产决策者们并非总是如此。随着社会经济的迅速发展，市场竞争也
越来越激烈，为了使企业在市场竞争中立于不败之地，良好的调度管理和有效的控制成本成为企业间竞
争的重要因素。因此在现有的生产资源有限的前提下，为了使企业获得最多的利润，生产厂家有时不得
不拒绝一些资源耗费较多但带来的利润却较少的工件。基于在实际生产中上述问题比较常见，所以工件
带拒绝费用的排序问题受到研究人员广泛的关注［１－４］。本文主要研究了工件带拒绝费用的ｍ台平行机在
线排序问题。基本模型描述如下：设有ｍ台机器Ｍ１，Ｍ２，…，Ｍｍ 和ｎ个工件Ｊ１，Ｊ２，…，Ｊｎ，每台机器的加
工速度相同，每个工件Ｊｊ带两个参数（ｐｊ，ｔｊ），ｐｊ 表示其拒绝费用，ｔｊ 表示其加工时间。当工件Ｊｊ 到达
后，生产决策者需马上做出决定，工件可以被拒绝，但要付出一定的拒绝费用；也可以选择被加工，花费一
定的加工时间。目标为拒绝工件的总拒绝费用与加工工件的最晚完工时间（ｍａｋｅｓｐａｎ）之和最小。文中
进一步假设每个工件的拒绝费用和加工时间成固定比例α（α≥０），且加工不允许中断（ｎｏｎ－ｐｒｅｅｍｐｔｉｖｅ），
即工件一旦分给某个机器，必须由这台机器连续加工直到结束。以上问题用三参数法表示为Ｐｍ｜ｎｏｎ－
ｐｍｐｔ，ｒｅｊ，ｐｊ＝αｔｊ｜Ｗ。
根据确定排序时了解的工件信息的多少，常将平行机排序分为“在线”（ｏｎ－ｌｉｎｅ），“离线”（ｏｆｆ－

ｌｉｎｅ）和“半在线”（ｓｅｍｉ　ｏｎ－ｌｉｎｅ）。在线排序为工件一个一个到达，只有在工件到达后才知道它的信
息，且工件一经安排不得临时改变；离线排序为所有工件信息都事先完全已知，排序者可充分利用
工件信息设计算法；而实际应用中的情况往往介于上述两种情形之间，我们称之为“半在线”
（ｓｅｍｉｏｎ－ｌｉｎｅ），即所知道的工件信息介于在线和离线之间，工件的准确信息虽然未知，但一些局部信
息事先已知，如：工件按从小到大的顺序到达，各工件的加工时间介于某个区间［ｔ，ｒｔ］中，工件的总
长度（ｓｕｍ），最大工件（ｍａｘ）等等。半在线排序中，已知的工件部分信息或条件可以帮助我们设计出
比在线情形更优的算法。
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对于排序问题，人们致力于研究它的近似算法，通常用竞争比ρＡ 来衡量算法Ａ 的优劣。设Ｃ
Ａ（Ｉ）为

用算法Ａ安排实例Ｉ所得的目标值，ＣＯＰＴ（Ｉ）为离线排序下的最优值，则定义ρＡ＝ｉｎｆ｛ｌ｜Ｃ
Ａ（Ｉ）≤ｌＣＯＰＴ

（Ｉ），Ｉ｝一个排序问题具有下界ρＬ 是指不存在一个算法Ａ，其竞争比严格小于ρＬ。如果某算法Ａ的竞

争比与其相应的下界相等，即ρＡ＝ρＬ，则称该算法为最佳近似算法。

对于带拒绝费用的离线的平行机排序问题（简记成 ＭＳＲ），最开始由Ｂａｒｔａｌ［５］等人提出，并确定了一

个完全多项式近似方案。对于带拒绝费用的在线的平行机排序问题，且加工不允许中断，Ｂａｒｔａｌ［５］等人对

任意的机器数ｍ设计出一个最佳算法ＲＴＰ（Ｔ），其竞争比为２．６１８。对于加工不可中断（ｎｏｎｐｒｅｅｍｐｔｉｖｅ）

的带拒绝费用的平行机在线排序问题，闵啸［６］等人针对机器数为２时，设计出在线算法ＮＰＲＬ，证明算法

的竞争比ρＮＰＲＬ和下界均为关于参数α的分段函数。且当α∈ ０，槡２［ ］２ ∪［１＋，∞）时算法已达到最优。当

机器数为３时，闵啸［７］等人设计出在线算法ＰＲＬ，证明算法的竞争比ρＰＲＬ和下界均为关于参数Ｔ 的分段

函数，且当Ｔ∈ ０，槡２［ ］２ ∪ ５
６
，∞［ ）时算法最优。

本文是基于闵啸［６－７］的基础上，将机器台数推广到任意台ｍ（ｍ＞３），即讨论ｍ台带拒绝费用的同型机

在线排序问题，每个工件的拒绝费用ｐｊ和加工时间ｔｊ之间成固定比例α，即ｐｊ＝αｔｊ（α≥０），且加工不允许

中断（ｎｏｎ－ｐｒｅｅｍｐｔｉｖｅ），问题记为Ｐｍ｜ｎｏｎｐｍｐｔ，ｒｅｊ，ｐｊ＝αｔｊ｜Ｗ，设计出在线算法ＰＲＬＳ，证明算法的竞争

比ρＰＲＬＳ为关于参数α和机器台数ｍ 的分段函数。

１　Ｐｍ｜ｎｏｎｐｍｐｔ，ｒｅｊ，ｐｊ＝αｔｊ｜Ｗ 的算法设计

Ｐｍ｜ｎｏｎｐｍｐｔ，ｒｅｊ，ｐｊ＝αｔｊ｜Ｗ 问题的描述已在引言中介绍，其中，α为工件的加工时间和拒绝费用的

比例（α≥０），下面对符号作统一规定。

Ｊ：工件集；Ｊｊ第ｊ个工件；Ａ：在线算法ＰＲＬＳ中被加工的工件集；Ｒ：在线算法ＰＲＬＳ中被拒绝的工
件集；珡Ａ最优算法中被加工的工件集；珚Ｒ最优算法中被拒绝的工件集；ｙ：在线算法ＰＲＬＳ中最后一个被加
工的工件，由它决定了被加工工件集的最晚完工时间（ｍａｋｅｓｐａｎ）；Ｌ（Ｓ），ＳＪ∶Ｓ中工件的加工总长度；

Ｐ（Ｓ），ＳＪ∶Ｓ中工件的总拒绝费用；Ｃ（Ｔ），ＴＪ∶Ｔ为被加工工件集时的最晚完工时间（ｍａｋｅｓｐａｎ）；

ＣＯＰＴ（Ｔ），ＴＪ，将Ｔ中所有工件接收加工产生的最优（ｍａｋｅｓｐａｎ）；ＷＰＲＬＳ＝Ｃ（Ａ）＋Ｐ（Ｒ）：在线算法的目

标值；ＷＯＰＴ＝Ｃ（珡Ａ）＋Ｐ（珚Ｒ）最优目标值；ρＰＲＬＳ：在线算法ＰＲＬＳ的竞争比。

算法的基本思想：若α较大，即工件的拒绝费用相对于加工时间较大，则倾向于将其接收，若α较小，
即每个工件的拒绝费用相对于其加工时间较小，故将其拒绝较好；因为同型机在线排序中，对于加工不可
中断情形，且ｍ台机器时，ＬＳ（ｌｉｓｔ　ｓｃｈｅｄｕｌｉｎｇ）算法已为最优算法，故可按ＬＳ算法安排工件加工。
算法ＰＲＬＳ：

（１）若α∈ ０，
１
槡［ ）ｍ ，所有工件均被拒绝；

（２）若α∈
１
槡ｍ
，＋∞［ ），所有工件均被接收并按ＬＳ算法分配加工，即将工件分配给当前负荷最小的

机器加工。

引理１．１　在ｍ台同型机在线排序中，假设Ｓ为被加工的工件集，且按ＬＳ算法安排加工，ｙ为最后
完工的工件，最晚完工时间为Ｃ（Ｓ），则有：

（１）Ｃ（Ｓ）≤１ｍＬ
（Ｓ＼｛ｙ｝）＋ｔｙ；

（２）Ｌ（Ｓ）≤ｍＣ（Ｓ）。
定理１．１　ＰＲＬＳ算法的竞争比至多为：
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ρＰＲＬＳ＝

１， ０≤α＜１ｍ

ｍα， １
ｍ≤α＜

１
槡ｍ

１
α
， １

槡ｍ
≤α＜ ｍ

２ｍ－１

２ｍ－１
ｍ

， ｍ
２ｍ－１≤α＜＋∞

烅

烄

烆
且界是紧的。
证明：根据α的不同取值范围，下面分情况进行讨论。

情形１：若α∈ ０，
１
槡［ ）ｍ ，根据算法拒绝所有工件，则有：

ＷＰＲＬＳ＝Ｐ（Ｊ）＝Ｐ（珡Ａ∪珚Ｒ）＝Ｐ（珡Ａ）＋Ｐ（珚Ｒ）＝αＬ（珡Ａ）＋Ｐ（珚Ｒ≤αｍＣ（珡Ａ）＋Ｐ（珚Ｒ）≤
ｍａｘ｛ｍα，１｝［Ｃ（珡Ａ）＋Ｐ（珚Ｒ）］＝ｍａｘ｛ｍα，１｝ＷＯＰＴ。

（１）若ｍα＜１，即α∈ ０，１［ ）ｍ ，有ＷＰＲＬＳ≤ＷＯＰＴ，此时算法已为最优；

（２）若ｍα≥１，即α∈
１
ｍ
，１
槡［ ）ｍ ，有ＷＰＲＬＳ≤ｍαＷＯＰＴ。

情形２：若α∈
１
槡ｍ
，＋∞［ ）根据算法将所有工件接收并按ＬＳ算法分配加工，令ｘ为最后一个完工工

件，有

ＷＰＲＬＳ ＝Ｃ（Ｊ）≤ １ｍＬ
（Ｊ＼｛ｘ｝）＋ｔｘ ＝ １ｍＬ

（珡Ａ∪珚Ｒ＼｛ｘ｝）＋ｔｘ ＝ １ｍＬ
（珡Ａ＼｛ｘ｝）＋

１
ｍＬ
（珚Ｒ＼｛ｘ｝）＋ｔｘ ＝ １ｍＬ

（珡Ａ＼｛ｘ｝）＋ １ｍα
Ｐ（珚Ｒ＼｛ｘ｝）＋ｔｘ （１）

以下根据ｘ在最优解中是被接收还是被拒绝再分两种子情形：
子情形２．１：若ｘ在最优解中被拒绝，即ｘ∈珚Ｒ，则由式（１）：

ＷＰＲＬＳ ≤ １ｍＬ
（珡Ａ＼｛ｘ｝）＋ １ｍα

Ｐ（珚Ｒ＼｛ｘ｝）＋ｐｘα ＝ １ｍＬ
（珡Ａ）＋ １ｍα

Ｐ（珚Ｒ＼｛ｘ｝）＋ｐｘα ≤

１
ｍｍＣ

（珡Ａ）＋ １ｍα
Ｐ（珚Ｒ＼｛ｘ｝）＋ｐｘα ≤Ｃ（珡Ａ）＋１α

［Ｐ（珚Ｒ＼｛ｘ｝）＋ｐｘ］＝Ｃ（珡Ａ）＋１α
Ｐ（珚Ｒ）≤

ｍａｘ　１，１｛ ｝α ［Ｃ（珡Ａ）＋Ｐ（珚Ｒ）］＝ｍａｘ　１，１｛ ｝α ＷＯＰＴ。

　　子情形２．２：若ｘ在最优解中被接收，则有：ｘ∈Ａ，

ＷＰＲＬＳ ≤ １ｍＬ
（珡Ａ＼｛ｘ｝）＋ １ｍα

Ｐ（珚Ｒ）＋ｔｘ ＝ １ｍＬ
（珡Ａ＼｛ｘ｝）＋ １ｍα

Ｐ（珚Ｒ）＋１ｍｔｘ＋
ｍ－１
ｍ ｔｘ ＝

１
ｍＬ
（珡Ａ）＋ １ｍα

Ｐ（珚Ｒ）＋ｍ－１ｍ ｔｘ ≤Ｃ（珡Ａ）＋ １ｍα
Ｐ（珚Ｒ）＋ １ｍα

Ｐ（珚Ｒ）＋ｍ－１ｍ ｔｘ ≤Ｃ（珡Ａ）＋Ｐ（珚Ｒ）＋ｍ－１ｍ ｔｘ ≤

ＷＯＰＴ ＋ｍ－１ｍ ＷＯＰＴ ＝２ｍ－１ｍ ＷＯＰＴ。

于是得到：ＷＰＲＬＳ≤ｍａｘ　１，１α
，２ｍ－１｛ ｝ｍ ＷＯＰＴ，当α∈

１
槡ｍ
， ｍ
２ｍ［ ）－１ 时，有

２ｍ－１
ｍ ＜１α

，则有 ＷＰＲＬＳ≤１α

ＷＯＰＴ；当α∈ ｍ
２ｍ－１

，＋∞［ ）时，有１α≤２ｍ－１ｍ ，则有ＷＰＲＬＳ≤２ｍ－１ｍ ＷＯＰＴ。

由此，得到了关于算法ＰＲＬＳ的上界ρＰＲＬＳ。
下面构造实例说明这个界是紧的。

当α∈ ０，１［ ）ｍ 时，算法已为最优。若α∈ １
ｍ
，１
槡［ ）ｍ ，取ｍ 个工件Ｊｉ＝（１，α），ｊ＝１，２，…，ｍ，ＰＲＬＳ算
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法将所有工件全部拒绝，此时由算法所得的目标值ＷＰＲＬＳ＝ｍａ。而在最优算法中将以上工件全部接收并

分给不同的机器进行加工，得ＷＯＰＴ＝１，因此ＷＰＲＬＳ／ＷＯＰＴ＝ｍａ。若α∈
１
槡ｍ
， ｍ
２ｍ［ ）－１ ，取工件Ｊ１＝（１，

α），由 ＰＲＬＳ 算法将工件Ｊ１ 接收，而在最优解中应将其拒绝，于是 ＷＰＲＬＳ／ＷＯＰＴ ＝ １ａ
。若α∈

ｍ
２ｍ－１

，＋∞［ ），ｍ（ｍ－１）＋１取个工件Ｊｊ＝（１，ａ），ｊ＝１，２，３，…，ｍ（ｍ－１），Ｊｍ（ｍ－１）＋１＝（ｍ，ｍａ），由
ＰＲＬＳ算法将以上工件全部接收并按ＬＳ 算法分配加工，得到ＷＰＲＬＳ＝（ｍ－１）＋ｍ＝２ｍ－１。而最优解

ＷＯＰＴ＝ｍ。最后得到ＷＰＲＬＳ／ＷＯＰＴ＝２ｍ－１ｍ
。定理证毕。

２　结语

本文将带拒绝费用的平行机排序问题推广到ｍ 台机器上，且不允许中断加工，设计出在线算法

ＰＲＬＳ，并证明了算法的竞争比为关于参数α的分段函数。但是有关该问题的下界还没有给出，下一步将
致力于构造该问题的下界。
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