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一类具有扇区和斜率约束的复杂动态网络的同步
郑海青，　郭争争，　王智剑

（石家庄铁道大学 电气与电子工程学院，河北 石家庄　０５００４３）

　　摘要：针对具有扇区约束和斜率约束条件的非线性Ｌｕｒ’ｅ系统组成的复杂动态网络，研究
其同步问题。基于Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论，采用静态误差反馈控制方法实现被控网络的同步。
利用非线性函数的凸集性质，将非线性项描述为在扇区约束和斜率约束范围内的凸组合函数，
以便使等式约束条件变为不等式约束条件。求出的反馈增益矩阵可由ＬＭＩ的可行解给出。最
后，通过数值例子验证了所提方法的有效性。
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０　引言

许多实际系统都可以用动态复杂网络加以描述［１－２］。同步是在复杂物理、化学和生物系统的控制中
一个非常重要的过程。同步现象是复杂网络的典型动力学行为，同步在工程领域有着广泛的应用，如保
密通信及谐波振荡器的产生。Ｌｕｒ’ｅ系统是一类非常重要的非线性系统，其非线性满足一定的约束条件。
由Ｌｕｒ’ｅ系统构成的复杂动态网络的同步已经获得了很多研究人员的关注，文献［３］提出了不确定Ｌｕｒ’ｅ
系统的参数辨识和非线性控制器的设计技术，文献［４］提出了线性反馈控制器设计技术在混沌同步中的
应用，文献［５］提出了时滞状态反馈的同步条件并分析了时滞的影响，这些同步条件均未考虑到非线性斜
率限制。然而，现实中存在的一大类非线性系统同时满足扇区约束条件和斜率约束条件，以往研究者们
针对具有扇区约束的非线性系统，研究其同步的成果很多，而具有斜率约束的非线性系统的同步研究结
论却很少，此外，利用斜率约束条件，可以降低同步判据的保守性。
本文提出了具有扇形区域限制和斜率约束条件的非线性Ｌｕｒ’ｅ型复杂网络的同步方案。所提出的

同步技术基于线性静态误差控制。通过求解Ｌｕｒ’ｅ型动力学系统误差绝对稳定条件，结合扇区限制和斜
率限制的非线性条件以及Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性条件。将等式约束条件转变为具有代表性的扇形区域和斜率
限制的非线性凸函数。通过ＬＭＩ技术求得反馈误差增益矩阵，最后，数值分析表明该方法的有效性。

１　预备知识

考虑如下由Ｎ 个恒等节点构成的耦合复杂网络，每个节点都可用一个Ｌｕｒ’ｅ系统来表示，其状态方
程可描述为

ｘｉ（ｔ）＝Ａｘｉ（ｔ）＋Ｂｆ（ｙｉ（ｔ））＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｇｉｊＤｘｊ（ｔ），ｙｉ（ｔ）＝Ｃｘｉ（ｔ），　ｉ＝１，２，…，Ｎ （１）

式中，ｘｉ（ｔ）表示状态变量；Ａ∈Ｒｎ×ｎ，Ｂ∈Ｒｎ×ｍ；Ｃ∈Ｒｍ×ｎ为常数矩阵；ｙｉ（ｔ）∈Ｒｍ 是系统输出；Ｄ∈Ｒｎ×ｎ为已
知的常数对称矩阵，表示网络的内部耦合矩阵；Ｇ＝（ｇｉｊ）∈ＲＮ×Ｎ表示网络的外部耦合矩阵，其满足如下条
件：如果从节点ｉ到节点ｊ（ｉ≠ｊ）之间有联系，则ｇｉｊ≠０，否则ｇｉｊ＝０，对角线元素定义为

ｇｉｉ ＝－ ∑
Ｎ

ｊ＝１，ｊ≠ｉ
ｇｉｊ，　ｉ＝１，２，…，Ｎ。
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ｆ（·）为一非线性向量值函数，记为

ｙｉ（ｔ）＝
ｙｉ１（ｔ）


ｙｉｍ（ｔ

熿

燀

燄

燅）
，ｆ（ｙｉ（ｔ））＝

ｆ１（ｙｉ１（ｔ））

　　

ｆｍ（ｙｉｍ（ｔ

熿

燀

燄

燅））
。

并且，ｆｌ（·）（ｌ＝１，２，…，ｍ）满足以下的扇区约束条件和斜率约束条件

ｂｌ≤ｆｌ
（σｌ）
σｌ ≤ａｌ，βｌ≤

ｄｆｌ（σｌ）
ｄσｌ ≤αｌ，　ｉ＝１，２，…，Ｎ，ｌ＝１，２，…，ｍ，σｌ∈Ｒ （２）

式中，ｙｉｌ（ｔ）是系统的输出；ｂｌ 和ａｌ 分别是扇区约束的下限和上限；βｌ 和αｌ 分别是其斜率约束的下限和
上限。

定义１：假设当ｔ→∞时，有ｌｉｍ
ｎ→∞
‖ｘｉ（ｔ）－ｓ（ｔ）‖＝０，ｉ＝１，２，…，Ｎ，ｓ（ｔ）是孤立节点的解，假设其存在

且唯一，满足ｓ（ｔ）＝Ａｓ（ｔ）＋Ｂｆ（Ｃｓ），我们称被控网络（１）实现完全同步。

２　Ｌｕｒ’ｅ型复杂动态网络的同步判据

同步控制的目标是找到一个控制器ｕｉ（ｔ）使得被控网络（１）的解完全同步于ｓ（ｔ）。考虑网络上每个结
点都加上控制器，则被控复杂网络描述如下

ｘｉ（ｔ）＝Ａｘｉ（ｔ）＋Ｂｆ（ｙｉ（ｔ））＋∑
Ｎ

ｊ＝１
ｇｉｊＤｘｊ（ｔ）＋Ｂｕｕｉ（ｔ），ｙｉ（ｔ）＝Ｃｘｉ（ｔ），　ｉ＝１，２，…，Ｎ （３）

式中，ｕｉ∈Ｒｎ 表示反馈控制输入且ｕｉ＝Ｋ（ｘｉ－ｓ），Ｋ 为静态误差反馈控制器的增益矩阵。
采用Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ积的形式，被控复杂网络动态系统可改写为

ｘ＝ （Ｍ１＋ＧＤ）ｘ＋Ｍ２Ｆ（ｙ）＋Ｍ３Ｋ１（ｘ－Ｓ），ｙ＝Ｈｘ （４）
式中

ｘ＝
ｘ１


ｘ

熿

燀

燄

燅Ｎ
∈ＲＮｎ；Ｓ＝

ｓ

熿

燀

燄

燅ｓ
∈ＲＮｎ；Ｆ（ｙ）＝

ｆ（ｙ１）


ｆ（ｙＮ

熿

燀

燄

燅）
；

Ｍ１ ＝ＩＮ Ａ；Ｍ２ ＝ＩＮ Ｂ；Ｍ３ ＝ＩＮ Ｂｕ；ｙ＝Ｈｘ；Ｈ ＝ＩＮ Ｃ；Ｋ１ ＝ＩＮ Ｋ。
得到误差动态系统为

ｅ＝ （Ｍ１＋Ｍ３Ｋ１＋ＧＤ）ｅ＋Ｍ２η（Ｈｅ；Ｓ） （５）

式中，η（Ｈｅ；Ｓ）＝Ｆ（ｙｅ＋ｙｓ）－Ｆ（ｙｓ），ｙｅ＝（ｙｅ１１，…，ｙｅ１　ｍ，…，ｙｅＮｌ，…，ｙｅＮｍ）
Ｔ。

根据式（２），可以建立关于非线性函数ｆｌ（ｙｉｌ）－ｆｌ（ｙｓｌ）的不等式

βｌ（ｙｉｌ－ｙｓｌ）≤ｆｌ（ｙｉｌ）－ｆｌ（ｙｓｌ）≤αｌ（ｙｉｌ－ｙｓｌ） （６）

根据误差向量的定义，得到

ｆｌ（ｙｉｌ）－ｆｌ（ｙｓｌ）＝Δｌｃ　Ｔｌｅｉ （７）

式中，Δｌ属于凸集Ｃｏ｛βｌ，αｌ｝的元素。
假设非线性函数ｆ′ｌ（ｙｉｌ）－ｆ′ｌ（ｙｓｌ）属于有界函数，且属于［珋βｌ，珔αｌ］，即

ｆ′ｌ（ｙｉｌ）－ｆ′ｌ（ｙｓｌ）＝珚Δｌｃ　Ｔｌｅｉ （８）

式中，珚Δｉ∈Ｃｏ｛珋βｌ，珔αｉ｝。
接下来，为了推导方便，做以下定义：

Δ＝ｄｉａｇ｛Δ１，Δ２，…，Δｍ｝，　珟Δ＝ＩＮ Δ，珚Δ＝ｄｉａｇ｛珚Δ１，珚Δ２，…，珚Δｍ｝，珚Δ１ ＝ＩＮ 珚Δ，

Λ１ ＝ｄｉａｇ｛β１，β２，…，βｍ｝，　珟Λ１ ＝ＩＮ Λ１，Λ２ ＝ｄｉａｇ｛α１，α２，…，αｍ｝，珟Λ２ ＝ＩＮ Λ２，
珚Λ１ ＝ｄｉａｇ｛珋β１，珋β２，…，珋βｍ｝，　 撰

（

１ ＝ＩＮ 珚Λ１，珚Λ２ ＝ｄｉａｇ｛珔α１，珔α２，…，珔αｍ｝，珚Λ２ ＝ＩＮ  撰

（

２，
（９）

　　 因此，非线性函数Ｆ（ｙ）－Ｆ（ｙｓ）和Ｆ′（ｙ）－Ｆ′（ｙｓ）可以写为

Ｆ（ｙ）－Ｆ（ｙｓ）＝珟ΔＨｅ，Ｆ′（ｙ）－Ｆ′（ｙｓ）＝珟Δ１Ｈｅ （１０）

其中参数珟Δ和珟Δ１ 属于
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Φ：＝ ｛（珟Δ，珟Δ１）｜珟Δ∈Ｃｏ｛珟Λ１，珟Λ２｝，珟Δ１ ∈Ｃｏ｛珟Λ１，珟Λ２｝｝。 （１１）
根据式（１０），可以得到Ｌｕｒ’ｅ型复杂网络的同步判据。
命题１：若存在对称正定矩阵Ｑ１１∈Ｒｎ×ｎ，Ｑ２２∈Ｒｍ×ｍ和矩阵Γ∈Ｒｍ×ｍ，Ｘ∈Ｒｍ×ｍ，Ｙ∈Ｒｍ×ｍ，Ｚ∈Ｒｍ×ｎ，ｒ

∈Ｒｒ×ｎ使得如下矩阵不等式成立
－Ｘ－ＸＴ Ω１ Ω２
＊ Γ＋ΓＴ　 Ｑ２２ＢＴ＋Ｚ

＊ ＊ Ω

熿

燀

燄

燅３

＜０ （１２）

式中，

Ω１ ＝ＸＴ－Ｑ２２＋珚ΔＣＢＱ２２－Γ；

Ω２ ＝ΔＣＱ１１＋珚ΔＣ（Ａ＋λｉＤ）Ｑ１１＋珚ΔＣＢｕΥ－Ｚ；

Ω３ ＝ （Ａ＋λｉＤ）Ｑ１１＋ＢｕΥ＋（（Ａ＋λｉＤ）Ｑ１１＋ＢｕΥ）Ｔ。
则误差系统（５）在分散控制器Ｋ＝ΥＱ－１

１１ 的作用下达到绝对稳定，即被控复杂网络（４）实现了同步。
证明：为了简单起见，令η＝η（Ｈｅ；Ｓ），Ｍａ＝Ｍ１＋ＧＤ，Ｍｃ＝Ｍ１＋Ｍ３Ｋ１＋ＧＤ，珚Ｙ＝ＩＮＹ，珚Ｚ＝ＩＮ

Ｚ，珚Υ＝ＩＮΥ，珚Ｑ１１＝ＩＮＱ１１，珚Ｑ２２＝ＩＮＱ２２，珚Γ＝ＩＮΓ，珡Ｘ＝ＩＮＸ，珚Ｐ１１＝ＩＮＰ１１，珚Ｐ２２＝ＩＮＰ２２，构造
如下的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数

Ｖ ＝ζ
Ｔ（ｔ）Ｐζ（ｔ） （１３）

式中，ζ
Ｔ（ｔ）＝［ｅＴ，η

Ｔ］Ｔ，Ｐ＝
珚Ｐ１１ ０
０ 珚Ｐ［ ］

２２
＝
珚Ｑ１１ ０
０ 珚Ｑ［ ］

２２

－１

＞０。

则选取的Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数的导数为
Ｖ＝ζ

Ｔ（ｔ）Ｐζ（ｔ）＋ζ
Ｔ（ｔ）Ｐζ（ｔ）＝

ｅ

η


熿

燀

燄

燅η

Ｔ　 Ｉ　０
０　Ｉ
０　

熿

燀

燄

燅０
Ｐ
Ｍｃ Ｍ２ ０
０ ０［ ］Ｉ ＋

ＭＴ
ｃ ０

ＭＴ
２ ０
０

熿

燀

燄

燅Ｉ
Ｐ
Ｉ　０ ０
０ Ｉ［ ］烅

烄

烆
烍
烌

烎
０

ｅ

η


熿

燀

燄

燅η

＜０ （１４）

　　根据式（１０），可以得到下列等式

η＝珟ΔＨｅ，η＝珟Δ１Ｈｅ＝珟Δ１（ＨＭｃｅ＋ＨＭ２η）。
对于非零矩阵珡Ｎ１＝ＩＮＮ１∈ＲＮｍ×Ｎｍ，珡Ｎ２＝ＩＮＮ２∈ＲＮｍ×Ｎｍ，珡Ｎ３＝ＩＮＮ３∈ＲＮｎ×Ｎｍ，下列等式总是

成立

ｅ

η


熿

燀

燄

燅η

珡Ｎ１
珡Ｎ２
珡Ｎ

熿

燀

燄

燅３

［珟ΔＨ　－Ｉ　０］
ｅ

η


熿

燀

燄

燅η

＝０，
ｅ

η


熿

燀

燄

燅η

Ｔ 珡Ｎ１
珡Ｎ２
珡Ｎ

熿

燀

燄

燅３

［珟Δ１ＨＭｃ　珟Δ１ＨＭ２　－Ｉ］
ｅ

η


熿

燀

燄

燅η

＝０ （１５）

将式（１５）加到式（１４）的左侧，得到

Ｉ　０
０ Ｉ
熿

燀

燄

燅０ ０
Ｐ
Ｍｃ Ｍ２ ０
０ ０［ ］Ｉ

ＭＴ
ｃ ０

ＭＴ
２ ０
０

熿

燀

燄

燅Ｉ
Ｐ
Ｉ　０ ０
０ Ｉ［ ］０ ＋

珡Ｎ１ ０ 珚Ｐ１１
珡Ｎ２ Ｉ　 ０
珡Ｎ３

熿

燀

燄

燅０ ０

珟ΔＨ －Ｉ　０
０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０
＋

珟ΔＨ －Ｉ　０
０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

Ｔ 珡Ｎ１ ０ 珚Ｐ１１
珡Ｎ２ Ｉ　 ０
珡Ｎ３

熿

燀

燄

燅０ ０

Ｔ

＋

珡Ｎ１ ０ 珚Ｐ１１
珡Ｎ２ Ｉ　 ０
珡Ｎ３

熿

燀

燄

燅０ ０

珟Δ１ＨＭｃ 珟Δ１ＨＭ２ －Ｉ
０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０
＋

珟Δ１ＨＭｃ 珟Δ１ＨＭ２ －Ｉ
０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

Ｔ 珡Ｎ１ ０ 珚Ｐ１１
珡Ｎ２ Ｉ　 ０
珡Ｎ３

熿

燀

燄

燅０ ０

Ｔ

＜０ （１６）

　　为了简单起见，定义

Ｍ＝
０ ０ 珚Ｑ１１
０ Ｉ　 ０
珡Ｘ 珚Ｙ 珚

熿

燀

燄

燅Ｚ

。
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不等式（１６）的左边分别左乘和右乘Ｍ 和ＭＴ，得到

∏１＋∏
Ｔ

１＋∏２＋∏
Ｔ

２＋∏３＋∏
Ｔ

３ ＜０ （１７）

式中，

∏１ ＝

０ ０ ０
珚Ｐ２２珡Ｘ 珚Ｐ２２珚Ｙ 珚Ｐ２２珚Ｚ
０ Ｍ２ Ｍａ珚Ｑ１１＋Ｍ３珚

熿

燀

燄

燅Υ

；∏２ ＝

０ －Ｉ 珟ΔＨ珚Ｑ１１
０ ０ ０
熿

燀

燄

燅０ ０ ０

；

∏３ ＝
－珡Ｘ 珟Δ１ＨＭ２－珚Ｙ 珟Δ１ＨＭａ珚Ｑ１１＋珟Δ１ＨＭ３珚Υ－珚Ｚ
０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

；珚Υ＝Ｋ１珚Ｑ１１。

　　将矩阵不等式（１７）左乘Ｗ１＝ｄｉａｇ（ＷＴＩｍ，ＷＴＩｍ，ＷＴＩｎ），右乘ＷＴ
１，可得：

－Ｘ－ＸＴ　 ＸＴＰＴ２２－Ｉ＋珚ΔＣＢ－Ｙ ΔＣＱ１１＋珚ΔＣ（Ａ＋λ１Ｄ）Ｑ１１＋珚ΔＨＢｕΥ－Ｚ

＊ Ｐ２２Ｙ＋ＹＴＰ２２ ＭＴ
２＋ＰＴ２２Ｚ

＊ ＊ （Ａ＋λｉＤ）Ｑ１１＋ＢｕΥ＋（（Ａ＋λｉＤ）Ｑ１１＋ＢｕΥ）

熿

燀

燄

燅
Ｔ

＜０ （１８）

　　矩阵不等式（１８）左乘Ｗ２＝ｄｉａｇ（Ｉ，Ｑ２２，Ｉ），右乘ＷＴ
２，令Γ＝ＹＱ２２，可得到如下等价条件：

－Ｘ－ＸＴ　 ＸＴ－ＱＴ２２＋珚ΔＣＢＱ２２－Γ ΔＣＱ１１＋珚ΔＣ（Ａ＋λ１Ｄ）Ｑ１１＋珚ΔＣＢｕΥ－Ｚ

＊ Γ＋ΓＴ ＱＴ２２ＢＴ＋Ｚ

＊ ＊ （Ａ＋λｉＤ）Ｑ１１＋ＢｕΥ＋（（Ａ＋λｉＤ）Ｑ１１＋ＢｕΥ）

熿

燀

燄

燅
Ｔ

＜０（１９）

　　由Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性理论可知，系统（５）在分散控制器Ｋ＝ΥＱ－１
１１ 的作用下达到稳定，被控网络（４）全

局同步到ｓ（ｔ）。证毕。

３　数值仿真

本小节通过一组相互耦合的蔡氏电路来验证上述理论分析的有效性。网络的状态方程描述为

ｘｉ＝Ａｘｉ＋Ｂｆ（ｙｉ）＋∑
５

ｊ＝１
ｇｉｊＤｘｊ＋Ｂｕｕｉ，ｙｉ＝Ｃｘｉ，　ｉ＝１，２，…，５ （２０）

式中，

ｘ＝

Ｖ１
Ｖ２
ｉ

熿

燀

燄

燅３

；Ａ＝
１．２６２　８　 ９．１２４　１　 ０
１ －１　 １
０ －１４．７０５　９ －０．

熿

燀

燄

燅０１６　２

；Ｂ＝
－９．１２４　１熿

燀

燄

燅

０
０

；Ｃ＝ ［１　０　０］；Ｂｕ ＝Ｂ；

ｆ（ｙ）＝ｇ（Ｖ１）－Ｇａ１Ｖ１ ＝０．４１５　９Ｖ１－０．２０８　０［｜Ｖ１＋１｜－｜Ｖ１－１｜］。
内部耦合矩阵Ｄ和外部耦合矩阵Ｇ 分别取为

Ｄ＝
３０．４１３　６　０　０
０ ０ ０

熿

燀

燄

燅０ ０ ０

，Ｇ＝

－４　 １　 １　 １　 １
１ －１　 ０　 ０　 ０
１　 ０ －１　 ０　 ０
１　 ０　 ０ －１　 ０
１　 ０　 ０　 ０　 －

熿

燀

燄

燅１

。

假设平衡点为ｓ（ｔ）＝［０　０　０］Ｔ，通过求解不等式（１９），可以得到：Ｋ＝［３４．７３１　６　１．０１５　９　－０．０００　２］。
图１～图３是在所设计的控制器的作用下，被控网络（２０）的状态响应曲线。可以看出，经过一段时

间，系统的状态轨线趋于平衡点，即整个网络实现了同步。

４　结论

本文研究了具有扇区约束和斜率约束的Ｌｕｒ’ｅ系统构成的复杂网络的同步控制问题。与先前的同
步控制方法不同，本文运用凸组合技术，将非线性性质通过等式约束条件来表示。基于Ｌｕａｐｕｎｏｖ稳定性
定理和非线性函数的凸约束性质，设计静态误差反馈控制器，得到使网络同步的充分条件。相应的控制
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图１　状态的变化曲线　　　　　　　　图２　状态的变化曲线　　　　　　　　 图３　状态的变化曲线

增益可以通过 ＭＡＴＬＡＢ中的ＬＭＩ工具箱得出，最后通过蔡氏电路来验证所设计的控制器的有效性。
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