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裂纹方向压应力对混凝土断裂过程区尺度的影响
张彦龙，　段树金，　安蕊梅

（石家庄铁道大学 土木工程学院，河北 石家庄　０５００４３）

　　摘要：针对平行于裂纹方向作用有压应力的无限大板Ｉ型中心裂纹问题，基于 Ｍｕｓｋｈｅｌｉｓｈ－
ｖｉｌ应力函数得出的裂纹尖端最大拉应力和最大压应力确定了修正的莫尔强度理论的适用条件；
推导了裂纹尖端微裂区临界值的解析表达式；采用幂函数模型描述的拉应变软化模型，确定了

断裂过程区临界值。结果表明应用修正的莫尔强度理论评估混凝土Ｉ型裂纹尖端微裂区和断裂

过程区尺度是合理的；微裂区和断裂过程区尺度随平行于裂纹方向压应力作用的增加而增加。
关键词：混凝土；莫尔强度理论；断裂过程区；微裂区；压应力

中图分类号：ＴＵ５２８．１　文献标志码：Ａ　文章编号：２０９５　０３７３（２０１６）０１　００４３　０５

收稿日期：２０１５　０２　０７　　责任编辑：刘宪福　　ＤＯＩ：１０．１３３１９／ｊ．ｃｎｋｉ．ｓｊｚｔｄｄｘｘｂｚｒｂ．２０１６．０１．０８

基金项目：河北省高等学校科学技术研究重点项目（ＺＨ２０１２０４０）

作者简介：张彦龙（１９８７－），男，硕士研究生，主要从事混凝土断裂和耐久性的研究。Ｅ－ｍａｉｌ：６２５９９１２２６＠ｑｑ．ｃｏｍ

张彦龙，段树金，安蕊梅．裂纹方向压应力对混凝土断裂过程区尺度的影响［Ｊ］．石家庄铁道大学学报：自然科学版，２０１６，２９（１）：４３－４７．

０　引言

应用断裂力学研究混凝土断裂过程区（ＦＰＺ）一直是世界各国的研究人员的重点，人们试图通过实验

方法来得到断裂过程区的尺寸，如激光散斑法、声发射法［１－２］、光弹性贴片法［３］等，因为混凝土裂纹的复杂

性这些实验都没有得到非常理想的结果。为了能够更好地研究混凝土的断裂行为，研究者们提出了各自

的理论，其中经典的有虚拟裂纹模型［４］、钝裂纹带模型［５］、Ｄｕａｎ－Ｎａｋａｇａｗａ模型［６］等。这些理论的提出使

得人们对混凝土的断裂行为有了更好的认识和理解。文献［７－１０］用数值分析方法研究了混凝土类材料的

断裂过程区问题。在研究混凝土的断裂时，通常采用最大拉应力强度理论、最大拉应变强度理论等作为

混凝土在单向或双向拉伸下的断裂判据［１１］。
对于混凝土在二轴或三轴应力状态下的强度研究已取得诸多成果，并得到了学术与工程界的普遍认

同［１２］，劈裂法也成为测定混凝土抗拉强度的最普遍的方法之一，但研究混凝土双轴或三轴拉压作用下断

裂的文献却甚少。朱万成等［１３］数值模拟了对混凝土在双轴静态荷载下的断裂过程，结果表明在双轴拉压

作用时，宏观拉裂缝大致平行于压缩荷载的方向，且压应力增加会加剧Ｉ型断裂。尚世明等［１４］的研究也

表明在双轴拉压作用下混凝土破坏面基本垂直于受拉荷载方向，断面整齐；相对于单轴拉伸，双轴拉压作

用下的混凝土更容易破坏，并建立了相应的动态破坏准则。但上述研究并未给出平行于裂纹方向压应力

对Ｉ型断裂的定量影响。
混凝土的压剪受力问题在土木结构工程中具有重要意义，Ｅｒａｒｌａｎ［１５］通过对ＣＣＮＢＤ试件施加循环荷

载试验研究了岩石的断裂过程区问题。修正的莫尔强度理论考虑了材料抗拉强度与抗压强度的差异，其

中的σ３ 必须为压应力，应用于不含缺陷的混凝土类材料是合理的。但是此强度理论并不能简单地应用于

所有的Ｉ型裂纹问题。文献［１６］采用修正的莫尔强度理论研究单向或多向受拉混凝土断裂过程区的尺

度，但是忽略了莫尔强度理论的适用范围，这将导致与实际不符的结果。对于双向拉伸或单向受拉的Ｉ型

裂纹，裂纹尖端附近处于双向受拉（平面应力）或三向受拉（平面应变）状态，此时莫尔强度理论不再适用；
如将最小主应力的值取为零，则等效于最大拉应力强度理论。对于平行于裂纹方向作用有压应力的Ｉ型

裂纹，修正的莫尔强度理论是否适用，其应用条件如何？是本文将要研究的问题。
针对平行于裂纹方向作用有压应力的无限大板Ｉ型中心裂纹问题，基于 Ｍｕｓｋｈｅｌｉｓｈｖｉｌ应力函数确定
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了修正的莫尔强度理论的适用条件，导出微裂区的临界值和ＦＰＺ临界值的解析表达式，分析压应力对微

裂区的临界值和ＦＰＺ临界值的影响。

１　修正的莫尔强度理论的适用范围及微裂区临界值公式

如图１所示，无限大板中心存在长度为２ａ的Ｉ型裂纹，平行于裂纹方向作用有压应力λσ，和垂直裂纹

方向作用拉应力σ。由 Ｍｕｓｋｈｅｌｉｓｈｖｉｌ应力函数可得到的裂纹尖端的应力场的全场解的表达式

σｘ ＝σＲ１ｃｏｓ１２Θ１＋
σr

（

ｓｉｎθ
（Ａ２２＋Ｂ２２）３／４
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式中，σｘ，σｙ 和τｘｙ分别为裂纹尖端处拉应力和剪应力，且r
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　　当θ＝０时，令σｙ＝ｆｔ（其中ｆｔ 是混凝土的极限抗拉强度），由式（１）得应用最大拉应力强度理论得到

的微裂区的表达式为

ｒ′０ｍ ＝ ａｆｔ
ｆ２ｔ －σ槡 ２

－ａ （２）

σｘ ＝σＲ１－σ（１＋λ） （３）

式中，Ｒ１＝［１＋ａ２／（ｒ２＋２ａｒ）］１／２。
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图１　平行于裂纹方向受压的无限大Ｉ型中心裂纹板
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图２　不同λ时沿裂纹延长线σｘ 的分布

　　令σｘ＝０，由式（３）得
（λ２＋２λ）（ｒ２＋２ａｒ）－ａ２ ＝０ （４）

解得

ｒ０ｍ ＝ａ
（１＋λ）
λ２＋２槡 λ

－ａ （５）
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式中，ｒ０ｍ是当ｘ＜ｒ０ｍ时，裂纹延长线上σｘ＞０；当ｘ＝ｒ０ｍ时，裂纹延长线上σｘ＝０；当ｘ＞ｒ０ｍ时，裂纹延长线

上σｘ＜０。
令ｒ′０ｍ＝ｒ０ｍ，则由式（２）和式（５）得

λ０ｍ ＝ｆｔσ －
１ （６）

设ｆｃ 是混凝土的极限抗压强度，由于ｘ轴上的压应力不能大于混凝土的极限抗压强度，则存在

λσ＜ｆｃ （７）
所以

λ＜ｆｃσ
（８）

　　令λｚｍ＝ｆｃ／σ，裂纹尖端微裂区临界值ｒ′０ｍ与λ的关系如图２所示，其中σｘ 是裂纹延长线上ｘ方向上

（即θ＝０）的应力。从图２中可以看出当λ＝λｚｍ 时，在ｘ轴上的压应力大于混凝土的极限抗压强度，混凝

土受压破坏；当λ０ｍ＜λ＜λｚｍ时，在裂纹尖端微裂区，随着ｘ增加，σｘ＞０过渡至σｘ＜０；当０＜λ＜λ０ｍ时，微裂

区全部区域存在σｘ＞０。
当θ＝０且λ０ｍ＜λ＜λｚｍ时，由式（１）得裂纹尖端处的主应力σ１ 和σ３ 为

σ１，３ ＝σｘ＋σｙ２ ± σｘ－σｙ（ ）２

２

＋τ２ｘ槡 ｙ ＝σＲ１－σ
（１＋λ）
２ ±σ

（１＋λ）
２

（９）

　　修正的莫尔强度理论考虑了混凝土的抗拉强度和抗压强度不相等的情况。其表达式为

σ１－ｆｔｆｃσ３ ＝ｆｔ
（１０）

设β＝ｆｔ／ｆｃ 为混凝土拉压强度比，将式（９）代入式（１０）得
（１－β）σＲ１ ＝ｆｔ－βσ（１＋λ） （１１）

　　对于混凝土材料０＜β＜１，并且Ｒ１＝［１＋ａ２／（ｒ２＋２ａｒ）］１／２＞１，则由式（１１）得

ｆｔ－βσ（１＋λ）
（１－β）σ

＞１ （１２）

由式（１２）解得

λ＜ １
β
ｆｔ
σ －（ ）１ ＝λ０ｍβ （１３）

　　则应用修正的莫尔强度理论时，λ适用的条件是：λ０ｍ＜λ＜λ０ｍ／β。
当θ＝０且λ０ｍ＜λ＜λ０ｍ／β时，由式（１１）解得应用修正的莫尔强度理论确定的微裂区临界值的解析表

达式

ｒ０ｃｍ ＝ ａ

１－
（１－β）ＫＩＣ

ｆｔ π槡ａ－βＫＩＣ（１＋λ［ ］）｛ ｝
２　 １／２－ａ （１４）

式中，ＫＩＣ是混凝土的断裂韧度。

２　应用修正的莫尔强度理论确定ＦＰＺ临界值

基本假设：
（１）断裂过程区处于裂纹尖端并沿裂纹方向呈带状分布，即与σ１ 相垂直。
（２）断裂过程区内的最大拉应力等于ｆｔ，由幂函数表示拉应变软化曲线为

σ＝ｆｔ εε（ ）ｔ
－ｎ
，　０≤ｎ＜１ （１５）

式中，ε为应变；εｔ 为混凝土的极限拉应变；ｎ为拉应变软化系数。当θ＝０时，设ｒｐ 为断裂过程区的长度，
r

（

ｐ＝ｒｐ／ａ０ 是无量纲参数。Ｉ型裂纹尖端的应力σｙ 可表示为［１７］

σｙ ＝ｆｔ
ｒｐ（ ）ｒ

ｎ
ｎ－１
，　０≤ｎ＜１ （１６）
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　　 （３）断裂过程区以外均处于弹性状态，且拉、压弹性模量相同（实用上，可以更严格的假定压应力水平

在混凝土强度的５０％以内）。
（４）与Ｄｕｇｄａｌｅ模型［１８］相仿，根据合力等效（即面积相等）原则得

∫
ｒｐ

０
ｆｔ

r

（

ｐ

r

（（ ）
ｎ
ｎ－１

ｄｒ＝∫
ｒ０

０
σｙｄｒ，　０≤ｎ＜１ （１７）

式中，ｒ０ 是微裂区的长度，这样就可以考虑裂纹尖端的应力松弛现象。所得解是一个裂纹尖端附近的局

部解，但已通过积分消除了裂纹尖端应力场的奇异性，断裂过程区沿裂纹延长线呈带状分布。当θ＝０时，
将式（１）代入式（１７）得到断裂过程区的长度ｒｐ 的表达式

ｒｐ ＝ σ
（１－ｎ）ｆｔ

（ｒ２０＋２ａｒ０）１／２ （１８）

当λ０ｍ＜λ＜λ０ｍ／β时，将由 Ｍｕｓｋｈｅｌｉｓｈｖｉｌ应 力 函 数 并 利 用 修 正 的 莫 尔 强 度 理 论 得 到 的 公 式（１４）代 入 式

（１８）得到断裂过程区临界值

ｒｐｃｍ ＝
ａＫ２

ＩＣ（１－β）

π槡ａ（１－ｎ）ｆｔＡＢ１／２
（１９）

式中，Ａ＝ｆｔ π槡ａ－ＫＩＣβ（１＋λ）；Ｂ＝１－｛（１－β）ＫＩＣ／［ｆｔ π槡ａ－βＫＩＣ（１＋λ）］｝２。
参照文献［１９］，以ｎ＝０．７５为例，取ＫＩＣ＝０．５　ＭＰａ·ｍ１／２，ｆｔ＝２．６　ＭＰａ，初始裂纹ａ＝０．０５　ｍ。当

θ＝０且λ０ｍ＜λ＜λ０ｍ／β时，断裂过程区临界值长度ｒｐｃｍ 随着λ的变化如图３所示，图３中实线代表本文结

果，虚线代表根据最大拉应力强度理论［１１］得到的结果。
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图３　λ对断裂过程区临界值的影响

从图３中可以看出ｒｐｍ随着λ的增加而增加，且增加的速度在加快，显示出与文献［１２－１３］研究结果相

符的特征，表明了平行于裂纹方向压应力作用对Ｉ型断裂过程区尺度的影响；当λ＝０时，与最大拉应力强

度理论得到的结果相吻合。

３　结论

基于 Ｍｕｓｋｈｅｌｉｓｈｖｉｌ应力函数全场解，应用修正的莫尔强度理论确定了混凝土裂纹微裂区临界值的

解析表达式，根据幂指数函数描述的混凝土拉应变软化模型导出了断裂过程区临界值的解析表达式，结

果表明：
（１）对于平行于裂纹 方 向 作 用 有 压 应 力 的 无 限 大 板Ｉ型 中 心 裂 纹 问 题，当λ０ｍ＜λ＜λ０ｍ／β时，基 于

Ｍｕｓｋｈｅｌｉｓｈｖｉｌ应力函数应用修正的莫尔强度理论评估混凝土Ｉ型裂纹尖端微裂区和断裂过程区的尺度

是合理的。
（２）混凝土裂纹尖端微裂区和断裂过程区尺度随着平行于裂纹方向压应力的增加而增大。
（３）对于单向或双向受拉的平面裂纹问题（取σ３＝０），本文全场解仍然成立。
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