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两交替运行部件冷贮备可修系统的可靠性
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摘要: 考虑一个两个交替运行部件冷储备系统的可靠性，系统每过 T 时间部件交替运行一

次，部件的寿命和维修时间服从一般分布，所有随机变量相互独立，利用马尔科夫更新过程方法

以及 L-S 变换工具，得到了系统主要可靠性指标的拉普拉斯变换表达式，系统的平均首次故障前

时间，系统的稳态可用度，系统的稳态平均故障频度。
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0 引言

在实际生活和工程当中，有很多系统是两部件交替运行的冷贮备系统。比如在水厂用的抽水泵、医
院用的氧气泵、还有瘫痪病人用的褥疮气垫、高层建筑当中使用的二次加压设备等，都是由两个或者两个

以上的气泵等设备组成的交替使用的冷贮备系统。这些泵和设备每过一段固定的时间就做一次轮换，其

目的就是为了提高系统的可靠性，由于部件的长期运行过程当中会产生一定的热量，而某些部件的失效

率会逐渐随着温度的升高而逐渐增加，所以让部件轮流的休息散热和休息期间对部件进行适当维护可以

有效的降低部件的失效率，从而达到提高系统可靠性的目的。然而在以往的研究当中，对于冷贮备系统

的研究仅限于当一个部件损坏时，另一个部件才开始工作的情况，如文献［1-6］，针对两个部件交替运行

的冷贮备可修系统国内在数学层面的研究甚少，大部分的文献如［7-9］都是在技术层面，或者是在经验方

面来研究该系统的，没有用一个确切的量化的数学模型进行研究。
本文对实际生活当中的两部件交替运行的冷贮备系统加以简化，建立可靠性模型，运用马尔科夫更

新过程方法求出该系统的稳态可靠性指标。

图 1 系统可靠性框图

1 模型假设

系统为两个部件组成的冷贮备系统，两部件寿命互相独

立，系统的可靠性框图如图 1 所示。
1． 1 系统假设

假设 1 系统由两个同型部件和一个修理工组成。
假设 2 系统在初始时刻两部件都是新的，一个部件先开始工作，另一个部件冷贮备，修理工空闲，当

一个部件工作时间达到 T时，另一个部件开始工作，原先工作部件开始进行维护，然后冷贮备，依次交替运

行，当某一部件工作时间未达到 T 进入维修时，另一个工作部件工作，且不再计时直至有一部件修好，此时

修好的部件开始运行，另一部件进行维护，然后冷贮备。
假设 3 部件修复如新，部件维护也如新且维护时间忽略不计，开关转换是可靠的且转换时间忽略不

计。
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假设 4 部件维修时间服从均值为 μ，分布函数为 G( t) ，密度函数为 g( t) 的一般分布，部件的寿命服

从均值为 λ，分布函数为 F( t) ，密度函数为 f( t) 的一般分布。
1． 2 系统状态假设

定义状态空间 E = { 0，1} ，其中

状态 0 系统一个部件刚开始运行，另一个部件冷贮备为进入 0 状态的时间。
状态 1 系统中一个部件刚开始运行，另一个部件刚开始维修为进入 1 状态的时间。
状态 2 系统中一个部件正在维修，另一个部件刚刚损坏为进入状态 2 的时间。

图 2 系统状态转移图

其中进入状态 2 的时刻不是更新点，状态 2 是一个虚设状态。系统的

状态转移图如图 2 所示。

2 系统变量假设与模型分析

设随机变量 X 为部件的寿命，Y 为部件的修理时间，用 Z( t) 表示时刻

t 系统所处的状态。用 Tn 表示系统第 n 次发生状态转移的时刻( T0 = 0) 。令 Zn = Z( Tn + 0) ，它表示系统

在第 n 次发生状态转移的时刻所进入的状态。由所定义的状态可以得出所有状态( 虚设状态除外) 的转移

时刻 Tn ( n = 1，2，…) 都是再生点。因此，{ Zn，Tn ; n = 0，1，2，…} 是一个马尔可夫更新过程，{ Z( t) ，t≥0}

是一个半马尔可夫过程。定义符号 珔F( t) = 1 － F( t) ，由半马尔可夫核的定义可得

Q0，0 ( t) = P{ X≥ T} t≥ T
0{ t ＜ T

=
珔F( t) t≥ T
0{ t ＜ T

( 1)

Q0，1 ( t) = P{ X≤ t} t≤ T
P{ X≤ T}{ t ＞ T

= F( t) t≤ T
F( T){ t ＞ T

( 2)

Q1，0 ( t) = P{ Y≤ t，Y ＜ X} = ∫
t

0
P{ u ＜ X} dG( u) = ∫

t

0
珔F( u) g( u) du ( 3)

Q1，1 ( t) = P{ Y≤ t，X ＜ Y} = ∫
t

0
P{ X ＜ u} dG( u) = ∫

t

0
F( u) g( u) du ( 4)

Q1，2 ( t) = P{ X≤ t，X ＜ Y} = ∫
t

0
P{ u ＜ Y} dF( u) = ∫

t

0
珔G( u) f( u) du ( 5)

定义符号 F̂( s) = ∫
∞

0
e －stdF( t) 即函数 F( t) 的 L-S 变换，F* ( s) = ∫

∞

0
e －stF( t) dt 即函数 F( t) 的 L 变

换，F( t) * G( t) = ∫
t

0
G( t － u) dF( u) 即卷积。

对式( 1) 至式( 5) 取 L-S 变换得

Q̂0，0 ( s) = e －sT珔F( T) ( 6)

Q̂0，1 ( s) = ∫
T

0
e －st f( t) dt ( 7)

Q̂1，0 ( s) = g* ( s) － ［Fg］* ( s) ( 8)

Q̂1，1 ( s) = ［Fg］* ( s) ( 9)

Q̂1，2 ( s) = f* ( s) － ［Gf］* ( s) ( 10)

3 系统的可靠性指标

3． 1 系统的首次故障时间

令 Φi ( t) = P{ 系统首次故障时间≤ t | 时刻 0 系统进入 i 状态} ，其中 i = 0，1。则由系统转移图可知

Φi ( t) 满足下列更新方程组

Φ0 ( t) = Q0，0 ( t) * Φ0 ( t) + Q0，1 ( t) * Φ1 ( t)

Φ1 ( t) = Q1，0 ( t) * Φ0 ( t) + Q1，2 ( t{ )
( 11)

对上述方程两端做 L-S 变换得
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Φ̂0 ( s) = Q̂0，0 ( s) ·Φ̂0 ( s) + Q̂0，1 ( s) ·Φ̂1 ( s)

Φ̂1 ( s) = Q̂1，0 ( s) ·Φ̂0 ( s) + Q̂1，2 ( s{ )
( 12)

解得

Φ̂0 ( s) =
Q̂0，1 ( s) Q̂1，2 ( s)

1 － Q̂0，0 ( s) － Q̂0，1 ( s) Q̂1，0 ( s) ( 13)

令 I0 = ∫
∞

0
tdΦ0 ( t) ，它表示时刻 t 系统从状态 0 出发的首次故障前平均时间，则由上式得

I0 = ∫
∞

0
tdΦ0 ( t) = － d

dsΦ̂0 ( s)
s = 0

=

F( T) ［λ + μ + T － ∫
∞

0
tG( t) f( t) dt － ∫

∞

0
tF( t) g( t) dt］－ T + ∫

T

0
tf( t) dt

F( t) ∫
∞

0
F( t) g( t) dt

( 14)

3． 2 系统的稳态可用度

令 Ai ( t) = P{ 时刻 t 系统处于工作状态 | 时刻 0 系统进入状态 i} ，其中 i = 0，1。则 Ai ( t) 满足下列更

新方程组
A0 ( t) = Q0，0 ( t) * A0 ( t) + Q0，1 ( t) * A1 ( t) + 1 － Q0，0 ( t) － Q0，1 ( t)

A1 ( t) = Q1，0 ( t) * A0 ( t) + Q1，1 ( t) * A1 ( t) + 1 － Q1，0 ( t) － Q1，2 ( t{ )
( 15)

对上述方程做 L 变换得

A*
0 ( s) = Q̂0，0 ( s) ·A*

0 ( s) + Q̂0，1 ( s) ·A*
1 ( s) + 1

s ［1 － Q̂0，0 ( s) － Q̂0，1 ( s) ］

A*
1 ( s) = Q̂1，0 ( s) ·A*

0 ( s) + Q̂1，1 ( s) ·A*
1 ( s) + 1

s ［1 － Q̂1，0 ( s) － Q̂1，2 ( s{ ) ］

( 16)

解得

A*
0 ( s) =

1
s ［1 － Q̂0，0 ( s) － Q̂0，1 ( s) ］［1 － Q̂1，1 ( s) ］+ 1

s ［1 － Q̂1，0 ( s) － Q̂1，2 ( s) ］Q̂0，1 ( s)

［1 － Q̂1，1 ( s) ］［1 － Q̂0，0 ( s) ］－ Q̂0，1 ( s) Q̂1，0 ( s) ( 17)

由马尔可夫更新过程极限定理以及 L-S 变换的托贝尔定理和洛必达法则可得系统的平均稳态可用度

为

A = lim
t→∞

A0 ( t) = lim
t→∞

1
t ∫

t

0
A0 ( u) du = lim

s→0
sA*

0 ( s) =

T珔F( T) + ∫
T

0
tf( t) d[ ]t 1 － ∫

T

0
F( t) g( t) d[ ]t + μ + λ － ∫

∞

0
tF( t) g( t) dt + ∫

∞

0
tG( t) f( t) d( )[ ]t F( T)

1 － ∫
∞

0
F( t) g( t) d[ ]t T珔F( T) + ∫

T

0
tf( t) d[ ]t + F( T) μ

( 18)

3． 3 系统的稳态平均故障频度

令 N( t) 表示系统( 0，t］时间内的故障次数，Mi ( t) = E{ N( t) | 时刻 0 系统进入 i 状态} ，其中 i = 0，

1。则 Mi ( t) 满足下面马尔科夫更新方程组
M0 ( t) = Q0，0 ( t) * M0 ( t) + Q0，1 ( t) * M1 ( t)

M1 ( t) = Q1，0 ( t) * M0 ( t) + Q1，1 ( t) * ［M1 ( t) + 1{ ］
( 19)

将上述方程做 L-S 变换得
M̂0 ( t) = Q̂0，0 ( s) ·M̂0 ( s) + Q̂0，1 ( s) ·M̂1 ( s)

M̂1 ( s) = Q̂1，0 ( s) ·M̂0 ( s) + Q̂1，1 ( s) ·［M̂1 ( s) + 1{ ］
( 20)

解得

M̂0 ( s) =
Q̂1，1 ( s) Q̂0，1 ( s)

［1 － Q̂1，1 ( s) ］［1 － Q̂0，0 ( s) ］－ Q̂1，0 ( s) Q̂0，1 ( s) ( 21)
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由托贝尔定理以及洛必达法则，系统的稳态故障频度为

M = lim
t→∞

M0 ( t)
t = lim

s→0
sM̂0 ( t) =

F( T) ∫
∞

0
F( t) g( t) dt

T珔F( T) + ∫
T

0
tf( t) d[ ]t 1 － ∫

∞

0
F( t) g( t) d[ ]t + μF( T)

( 22)

4 数值实例与分析

如果系统的各种参数为常数，部件交替时间间隔为 则易得到系统的首次故障时间、稳态可用度、稳态

故障频度分别为 I0 ( T) ，A( T) ，M( T) ，显然为 T 的一元函数。

假设系统中两部件的寿命均服从威布尔分布 W( 2，1，t) ，分布函数为 F( t) = 1 － e －t2，密度函数为

f( t) = 2te －t2 ; 系统部件维修时间分布也服从威布尔分布 W( 4，1，t) ，分布函数为 F( t) = 1 － e －t4，密度函数

为 f( t) = 4t3e －t4。

图 3 系统故障前平均时间

将以上 参 数 带 入 所 求 得 的 稳 态 可 靠 性 指 标 表 达 式 ( 式

( 14) 、式( 18) 、式( 22) ) ，利用 matlab 工具进行计算，分别得到

各个可靠性指标关于部件交替时间间隔 的函数图像，如图 3 所

示。
由系统故障前平均时间的函数图像可知，系统故障前平均

时间是随着部件交替运行时间间隔的增加而减小，这一点也是

与实际相符的，因为随着运行间隔时间的增加会造成单个部件

运行时间过长，从而导致失效率升高，进而导致系统故障前平

均时间下降，但是由图像可以看出当 T 无限增大时系统故障前

平均时间趋于稳定，这是由于当 T→ ∞ 时，此时系统两部件不

在做有时间限制的交替运行，而是直到一个部件故障时，另一

个贮备部件才开始运行，这与一般的冷贮备系统还有一定的区

别，就是当一个部件修好时不是直接进入冷贮备而是接替正在运行的部件继续运行，被替换下来的部件

进行维护。此时系统与 T 不在有任何关系，所以造成系统故障前平均时间趋于稳定。
图 4、图 5 分别是系统稳态可用度与系统稳态故障频度的图像。
从图 4 看系统的稳态可用度随着部件交替运行时间的增大而减小，最终趋于稳定，原因与图 3 情况相

似。

图 4 系统稳态可用度 图 5 系统稳态故障频度

由图 5 可知系统的稳态故障频度是随着部件交替运行时间的增大而增大的，原因与图 4 情况相似。
下面通过具体的数学计算来求出当 T→ ∞ 时系统各个稳态可靠性指标趋于稳定的数值。由式( 14) 、

式( 18) 、式( 22) ，当 T→ ∞ 时变为
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I0 ( ∞ ) =
2λ + μ － ∫

∞

0
tG( t) f( t) dt － ∫

∞

0
tF( t) g( t) dt

∫
∞

0
F( t) g( t) dt

( 23)

A( ∞ ) =
λ 1 － ∫

∞

0
F( t) g( t) d[ ]t + μ + λ － ∫

∞

0
tF( t) g( t) dt + ∫

∞

0
tG( t) f( t) d[ ]t

λ 1 － ∫
∞

0
F( t) g( t) d[ ]t + μ

( 24)

M( ∞ ) =
∫
∞

0
F( t) g( t) dt

λ 1 － ∫
∞

0
F( t) g( t) d[ ]t + μ

( 25)

通过利用 matlab 工具进行数值计算可知，当 T → ∞ 时，系统各个稳态可靠性指标的稳定值为:

I0 ( ∞ ) = 6. 941 0，A( ∞ ) = 0． 830 3，M( ∞ ) = 0． 416 8，此数值与图像吻合，并且从( 23) 至( 25) 式中不难

看出，当T→∞ 时系统的稳态可靠性指标与 T 无关，所以才从数值上趋于稳定。

5 结语

得到了系统的首次平均故障时间、系统稳态可用度、系统的稳态故障频度。通过理论推导与数值实

例分析，画出图像验证了当 T→ ∞ 时系统的稳态可靠性指标是趋于稳定的，并求出了系统稳态可靠性指

标的稳定值。为在技术层面改进该系统的可靠性提供了一定的指导方向，对该模型在实际当中的应用提

供了理论上的帮助，并且可以通过以上方法对该模型在不同参数下进行可靠性分析。
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The Ｒeliability of Cold Standby Ｒepairable System with
Two Alternate-run Units

Li Xu， Liu Baoyou
( The Department of Mathematics and Physics，Shijiazhuang Tiedao University，Shijiazhuang 050043，China)

Abstract: In this paper，the reliability of cold standby repairable system with two alternate-run units is dis-
cussed． In the system，unit alternatively runs every T time． The lifetime and the repair time of units are assumed
to be of general distribution． All random variables are independent． The L-S transform expressions of primary re-
liability indexes of the system，the expected time of the system to first failure，the steady availability of system，

and the steady expected frequency of failures of the system are obtained by using the Markov renewal process
method and the tool of the LS transform．

Key words: cold standby; alternate-run unit; markov renewal process; L-S transform; reliability;
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