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摘要:研究对象为任意节点连接和任意支撑的平面框架。一般梁单元由等截面直杆及其杆
端的轴向弹簧、切向弹簧和转动弹簧组成，推导得到此类单元的刚度矩阵、单元在 8 种基本荷载
作用下的等效节点荷载。采用 Matlab 语言编写了适用于一般节点非线性连接框架的静力分析
程序，非线性形式为指数函数或多项式函数，可以得到结构不同连接刚度下的节点位移、杆端位
移和杆端力。算例显示出节点柔度对结构受力和变形的影响。
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0 引言
焊接节点钢结构在强震作用下易发生脆性破坏，而采用角钢、螺栓端板、T 形板等半刚性节点连接形

式替代刚性连接节点，可以优化分配结构体系的内力、增大结构阻尼、减小结构振幅、降低地震作用对结
构的危害［1］。目前，国内外关于钢结构半刚性连接的研究主要集中在框架梁柱连接节点的转动半刚性方
面。王新堂［2］在梁单元杆端引入虚拟旋转弹簧推导单元刚度，得到了平面杆系结构的统一计算模型。
刘洋 等［3］认为实际结构中半刚性节点不仅具有转动半刚性，而且沿切向和轴向也有一定半刚性，并

推导得到了考虑节点转动半刚性和切向半刚性的单元刚度矩阵和质量矩阵。胡吉安等研究了梁段拼接
问题，将拼接节点设计成半刚性，提出的耗能拼接节点具有和梁相同的初始转动刚度，在正常使用阶段不

允许拼接处高强螺栓出现滑移，而在弹塑性阶段利用拼接处的高强螺栓滑移耗能，可以提高框架结构整

体抗震性能［4］。长孔螺栓节点可用于钢框架中的梁柱连接，代替焊接，提高节点处的延性，避免节点处的
应力集中和脆性破坏，梁柱连接处的转动变形带动长孔螺栓节点产生摩擦耗能。在风荷载和小震作用
下，高强螺栓拼接节点不发生滑移，主体结构处于弹性状态，满足正常使用要求;在大震作用下，拼接板产

生滑动，不仅消耗大量地震能量，而且在滑动过程中还改变了原结构的自振频率和基本振型，减小结构振

幅［5］。
柱的拼接研究方面，Snijder et al［6］进行的分析与试验研究结果表明拼接柱的承载力低于完整柱的承

载力; Lindner［7］讨论了柱的 3 种拼接方式( 端板连接、翼缘腹板盖板连接、翼缘盖板连接) ，进行模型试验
和有限元数值分析，将拼接处的不完全连接用倾角和滑移缺陷表示，给出了承载力计算的近似公式。
Baniotopoulos［8］研究了螺栓端板拼接的分离问题，建立了数学力学模型和有限元数值模型。

Ihaddoudene et al［9］在有限元模式中提出采用三弹簧模型，但在推导单元刚度矩阵和载常数时只考虑
了节点的转动半刚性，而并未计及切向和轴向半刚性的影响。Coelho et al［10］研究了拼接柱的稳定问题，
采用了考虑转动和切向半刚性的两弹簧模型，得到了拼接钢柱的临界荷载。

Landon et al［11］将半刚性节点的概念引入支座，把双角钢焊接连接归结为半刚性支撑，并采用三弹簧
表示，通过试验确定了弹簧参数。Duan et al［12］提出的榫卯连接钢框架体系在动载作用下节点处会产生
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滑移、挤压和碰撞，从而起到耗能减震的作用，可以模型化为半刚性节点连接框架。另外，切向半刚性连
接的概念已被引入钢-混凝土组合梁界面的连接［13-14］;而柔性支座( 包括转动、切向和轴向) 与半刚性节点
连接属于同一类问题，可以一并研究，有利于结构体系的优化。
因此，建立一种统一的节点为任意连接的平面杆系计算模型具有重要的理论和现实意义。从平面杆

单元的刚度方程出发，通过在杆端引入虚拟转动、切向和轴向弹簧，由严格的数学方法得到一般平面杆系
结构的统一计算模型。

1 单元刚度矩阵和等效节点荷载推导
1． 1 单元模型和基本假定
图 1 为具有一般半刚性连接的平面梁单元，即在梁端引入了一个转动弹簧和两个线弹簧来模拟节点

处的转动、轴向和切向半刚性，K( θ) 、K( x) 和 K( y) 分别表示转动刚度、轴向刚度和切向刚度与对应位移
的关系函数，其关系可以是线性的，也可以是非线性的;刚度无穷大代表刚接，刚度为零代表铰接。图 1 中
梁单元，E为弹性模量，I为截面惯性矩，A为截面面积，l为杆长，i为线刚度。
假设: ( 1) 杆件为等截面直杆; ( 2) 单元的 EA、EI值为常量，处于弹性状态; ( 3) 位移是微小的，轴向变

形与弯曲变形彼此独立。每个单元 e连接着两个节点 i和 j，以 i端( 始端) 为原点，从 i端到 j端( 末端) 的杆
件方向为 珋x轴正向，从珋x轴正向逆时针转 90°为珋y轴正向。图 2给出了任一平面杆单元的局部坐标系。杆端
力和杆端位移的正负号规定:杆端轴力珔Fe

N以及剪力珔F
e
Q分别与珋x轴和珋y轴正向一致时为正，杆端弯矩珚M

e以

绕着杆端逆时针方向为正;杆端位移的正负号与杆端力相同。

图 1 一般半刚性连接平面梁单元 图 2 杆端力及杆端位移

1． 2 单元刚度矩阵
1． 2． 1 轴向刚度
设单元杆端分别发生轴向位移 ΔA、ΔB，轴向弹簧线位移 ΔUA、ΔUB，连接刚度 UKA、UKB 与单元端部轴力

NA、NB 的关系为 ΔUA = NA /UKA，ΔUB = NB /UKB，忽略剪力和弯矩对轴力的影响，可得轴力与节点轴向位移

的关系为

NA = EA
l ( ΔA － ΔUA ) －

EA
l ( ΔB － ΔUB )

NB = － EA
l ( ΔA － ΔUA ) +

EA
l ( ΔB － ΔUB

}) ( 1)

由此可得

NA = EA
l αΔA － EA

l αΔB

NB = － EA
l αΔA + EA

l αΔ
}

B

( 2)

式中，α =
UKAUKB

UKAUKB + UKA + UKB
。

1． 2． 2 剪切和弯曲刚度
同时考虑单元的节点转动和切向半刚性。
( 1) 设单元杆端分别发生转角位移 θA、θB，螺旋弹簧相对转角 θrA 和 θrB，连接刚度 ＲKA、ＲKB 以及单元端
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部弯矩 MA、MB 的关系为 θrA = MA /ＲKA，θrB = MB /ＲKB ;竖向弹簧的线位移 ΔrA、ΔrB，连接刚度 KA、KB 以及单
元端部剪力 QA、QB 的关系为 ΔrA = QA /KA，ΔrB = QB /KB，可得刚度方程

MA = 4i( θA － θrA ) + 2i( θB － θrB ) －
6i
l Δr

MB = 4i( θB － θrB ) + 2i( θA － θrA ) －
6i
l Δ

}
r

( 3)

Δr =
MA + MB

lKA
+
MA + MB

lKB
( 4)

化简可得
MA = i( βiiθA + βijθB )

MB = i( β jiθA + β jjθB
}) ( 5)

式中，

βii =
2ＲKA ( 6il

2KAKB + 6iKAＲKB + 6iKBＲKB + 2l2KAKBＲKB )
s ;

βij = β ji =
2( l2KAKBＲKAＲKB － 6iKAＲKAＲKB － 6iKBＲKAＲKB )

s ;

β jj =
2ＲKB ( 6il

2KAKB + 6iKBＲKA + 6iKAＲKA + 2l2KAKBＲKA )
s ;

s = 12i2KBＲKB + 12i2KAＲKB + 12i2KBＲKA + 12i2KAＲKA + 12i2 l2KAKB +
l2KAKBＲKAＲKB + 12iＲKAＲKBKB + 12iＲKAＲKBKA + 4iＲKBKAKBl

2 + 4iＲKAKAKBl
2。

( 2) 设单元两端发生相对线位移 Δ，考虑节点转动和剪切半刚性的刚度方程为

MA = 6i
l ( Δ － Δr ) － 4i

MA

ＲKA
－ 2i

MB

ＲKB

MB = 6i
l ( Δ － Δr ) － 4i

MB

ＲKB
－ 2i

MA

Ｒ
}

KA

( 6)

即，
MA = i

l ( βii + βij ) Δ

MB = i
l ( β ji + β jj )

}Δ ( 7)

式中， βii + βij =
6l2ＲKAKAKB ( ＲKB + 2i)

s ; β ji + β jj =
6l2ＲKBKAKB ( ＲKA + 2i)

s ;

s = 12i2KBＲKB + 12i2KAＲKB + 12i2KBＲKA + 12i2KAＲKA + 12i2 l2KAKB +
l2KAKBＲKAＲKB + 12iＲKAＲKBKB + 12iＲKAＲKBKA + 4iＲKBKAKBl

2 + 4iＲKAKAKBl
2。

因此，一般半刚性节点连接单元的刚度矩阵可以表示为

K =

EA
l α 0 0 － EA

l α 0 0

0 i
l2
( βii + 2βij + β jj )

i
l ( βii + βij ) 0 － i

l2
( βii + 2βij + β jj )

i
l ( βij + β jj )

0 i
l ( βii + βij ) iβii 0 － i

l ( βii + βij ) iβij

－ EA
l α 0 0 EA

l α 0 0

0 － i
l2
( βii + 2βij + β jj ) － i

l ( βii + βij ) 0 i
l2
( βii + 2βij + β jj ) － i

l ( βij + β jj )

0 i
l ( βij + β jj ) iβij 0 － i

l ( βij + β jj ) iβ































jj

( 8)
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推导得到的一般半刚性节点连接单元刚度矩阵具有以下性质: ( 1) 单元刚度矩阵是对称矩阵，kij =
kji ; ( 2) 单元刚度矩阵具有奇异性，| ［珋k］

e | = 0 ; ( 3) 单元刚度矩阵具有一般性，节点连接刚度任意，适用
于任意半刚性连接，同时也适用于刚接、铰接或混合结点和各种支座。
1． 3 单元固端力
基于 1． 1 的假设，可以得到任意荷载作用下一般半刚性连接单元两端的固端力。
( 1) 集中荷载( 图 3) 。

QA =
MA + MB

l + Pb
l ，QB = －

MA + MB

l + Pa
l ( 9)

MA =
D1

D，MB =
D2

D ( 10)

式中，

D1 = pＲKA ( KAKBＲKBl
2ab2 + 2iKAKBl

2a2b + 4iKAKBl
2ab2 + 6iKBＲKBab

2 － 6iKAＲKBa
2b +

6iKAＲKBal
2 + 6iKAＲKBa

2b + 6iKAＲKBab
2 － 6iKBＲKBl

2b － 12i2KBl
2b + 12i2KAl

2a) ;
D2 = － pＲKB ( KAKBＲKAl

2a2b + 2iKAKBl
2ab2 + 4iKAKBl

2a2b － 6iKAＲKAal
2 + 6iKBＲKAl

2b +
6iKAＲKAa

2b + 6iKAＲKAab
2 + 6iKBＲKAa

2b + 6iKBＲKAab
2 + 12i2KBl

2b － 12i2KAl
2a) ;

D = l2 ( ＲKAKAl
2KBＲKB + 4ＲKBiKAl

2KB + 4iＲKAKAl
2KB + 12KAＲKBi

2 + 12KBＲKBi
2 +

12KAi
2ＲKA + 12KAKBi

2 l2 + 12ＲKBiＲKAKA + 12ＲKBiＲKAKB + 12KBi
2ＲKA ) 。

图 3 集中荷载作用 图 4 均布荷载作用

( 2) 均布荷载( 图 4) 。

QA =
MA + MB

l + ql
2 ，QB = －

MA + MB

l + ql
2 ( 11)

MA =
D1

D，MB =
D2

D ( 12)

式中，

D1 = ql2ＲKA ( KKAl
2KBＲKB + 6iKAl

2KB － 24iKBＲKB + 48iKAＲKB + 72i2KA － 72i2KB ) ;

D2 = ql2ＲKB ( － KAl
2KBＲKA － 6iKAl

2KB + 24iKAＲKA － 48iKBＲKA + 72i2KA － 72i2KB ) ;

D = 12( 12i2KBＲKB + 12i2KAＲKB + 12i2KBＲKA + 12i2KAＲKA + 12i2KAl
2KB +

KAl
2KBＲKAＲKB + 12ＲKBiKBＲKA + 12ＲKBiKAＲKA + 4ＲKBiKAl

2KB + 4iＲKAKAl
2KB ) 。

( 3) 三角形分布荷载( 图 5) 。

QA =
MA + MB

l + ql2
3 ，QB = －

MA + MB

l + ql2
6 ( 13)

MA =
D1

2D，MB =
D2

D ( 14)

式中，

D1 = ql2ＲKA ( 3KAKBＲKBl
2 + 16iKAKBl

2 + 90iKAＲKB － 90iKBＲKB + 120i2KA － 240i2KB ) ;

D2 = ql2ＲKB ( － KAKBＲKBl
2 － 7iKAKBl

2 + 15iKAＲKA － 75iKBＲKA + 60i2KA － 120i2KB ) ;

D = 30( 12i2KBＲKB + 12i2KAＲKB + 12i2KBＲKA + 12i2KAＲKA + 12i2KAl
2KB +

KAl
2KBＲKAＲKB + 12ＲKBiKBＲKA + 12ＲKBiKAＲKA + 4ＲKBiKAl

2KB + 4iＲKAKAl
2KB ) 。
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图 5 三角形分布荷载作用 图 6 集中力偶作用

( 4) 集中力偶( 图 6) 。

QA =
MA + MB

l + m
l ，QB = －

MA + MB

l － m
l ( 15)

MA =
D1

D，MB =
D2

D ( 16)

式中，

D1 = mＲKA ( － l2bKAKBＲKB + 2l2KAKBia － 6liKBＲKB + 3lbKAKBＲKBa + 6ilKAKBba + 6KBiaＲKB －
4l2KAKBib － 6KAibＲKB － 12lKAi

2 － 12lKBi
2 － 6liKAＲKB + 6KAiaＲKB － 6KBibＲKB ) ;

D2 = － mＲKB ( 4l
2KAKBia + l2KAKBＲKAa － 2lKAKBib － 6lKAKBiba － 3lKAKBＲKAba +

6liKAＲKA + 12lKAi
2 + 6liKBＲKA + 12lKBi

2 + 6KAiＲKAa － 6KAiＲKAb + 6iＲKAKBa － 6iＲKAKBb) ;
D = l( 12i2KBＲKB + 12i2KAＲKB + 12i2KBＲKA + 12i2KAＲKA + 12i2KAl

2KB +
KAl

2KBＲKAＲKB + 12ＲKBiKBＲKA + 12ＲKBiKAＲKA + 4ＲKBiKAl
2KB + 4iＲKAKAl

2KB ) 。
( 5) 分布力偶( 图 7) 。

QA =
MA + MB

l + m1，QB = －
MA + MB

l － m1 ( 17)

MA =
D1

D，MB =
D2

D ( 18)

式中，

D1 = mＲKA ( 2l
3KAKBＲKB + 8l3KAKBi － 12i2 lKA － 12i2 lKB + 6ilKAＲKB + 6ilＲKBKB ) ;

D2 = － mＲKB ( 18ilKA + 18ilKB + 24i2 lKA + 24i2 lKB + 2l3 iKAKB ) ;

D = 12i2KBＲKB + 12i2KAＲKB + 12i2KBＲKA + 12i2KAＲKA + 12i2 l2KAKB +
l2KAKBＲKAＲKB + 12iＲKAＲKBKB + 12iＲKAＲKBKA + 4iＲKBKAKBl

2 + 4iＲKAKAKBl
2。

图 7 分布力偶作用 图 8 轴向集中荷载作用

( 6) 轴向集中荷载( 图 8) 。

NA =
D1

D，NB =
D2

D ( 19)

式中，

D1 = UKA ( aPUKB + EAP － lPUKB ) ;

D2 = UKB ( EAP － aPUKA ) ;

D = lUKAUKB － EAUKB － EAUKA。
( 7) 轴向均布荷载( 图 9) 。

NA =
D1

D，NB =
D2

D ( 20)
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式中，

D1 = qlUKA ( 2EA － lUKB ) ;

D2 = qlUKB ( 2EA － lUKA ) ;

D = 2lUKAUKB － 2EAUKB － 2EAUKA。

图 9 轴向均布荷载作用 图 10 温差作用

( 8) 温差( 图 10) 。

QA =
MA + MB

l ，QB = －
MA + MB

l ( 21)

MA =
EIα( t2 － t1 ) ( ＲKAＲKB + 6iＲKA )

h( 4ＲKBi + 4ＲKBi + ＲKAＲKB + 12i2 )
，MB =

－ EIα( t2 － t1 ) ( ＲKAＲKB + 6iＲKA )

h( 4iＲKB + 4iＲKB + ＲKAＲKB + 12i2 )
( 22)

2 算例
采用 Matlab语言编写了适用于非线性节点连接框架静力问题的一般分析程序，非线性形式为指数函

数或多项式函数，可以得到结构不同连接刚度下的节点位移、杆端位移和杆端力。
本文以一单跨二层的框架作为算例，节点和单元编号、结构尺寸如图 11 所示，所有柱子采用

HW450 × 350 × 12 × 16 型钢，所有梁采用 HW400 × 200 × 8 × 12 型钢。对该结构所有节点采用 3 种不同的
连接方式，第一种，所有节点完全刚接; 第二种，柱脚处考虑切向半刚性，半刚性曲线为 F = 1． 547 ×
105 e －3． 241x － e －936． 8( )x ，其中，x单位为 m，F单位为 N，梁柱节点采用刚性连接;第三种，所有梁柱连接考虑
转动半刚性，半刚性曲线为 M = 1． 2 × 105 + e －x ( 5． 6 × 104x － 2． 0 × 103x2 － 1 607) ，其中，x单位为 rad，M
单位为 N·m，柱脚连接为刚接。
分别对以上 3 种连接方式的框架结构进行加载计算，求得结构在各个荷载步下的水平位移，如图 12

所示。从中可以看出，柱脚处采用半刚性连接的结构在滑移出现前，表现出近乎刚接的特性，呈现直线变
化，当荷载增加到一定值时，柱脚开始滑动，刚度降低，呈现出非线性;而梁柱节点采用转动半刚性连接的

结构其各个荷载步下的位移都比较大，只有在加载初期呈现线性，之后呈现非线性变化。

图 11 结构形式及节点单元编号图(单位:m) 图 12 不同连接方式下结构的荷载位移曲线

当水平荷载为 310 kN时，以上三种连接方式的结构弯矩图如图 13 所示。可以看出，柱脚采用切向半
刚性连接以后结构的弯矩图与完全刚接的结构弯矩图相近，各个梁柱的弯矩大小以及变化趋势几乎是相

同的，横梁上的弯矩均比较大，整个结构的最大值 598 kN·m 出现在柱脚处。梁柱节点考虑了转动半刚
性以后横梁上的弯矩大大减小，梁端弯矩约为刚接时弯矩的 1 /3，但是柱子上的弯矩逐步增大，特别是在
柱脚处，弯矩达到 998 kN． m，相比刚性连接的情况弯矩大幅度增加，整个结构出现了内力重分布。
采用 ANSYS软件中的 Combin39 非线性弹簧单元模拟节点的半刚性连接［15］，对算例进行验证，得到
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图 13 三种节点连接形式下的结构弯矩图(单位: kN·m)

了完全相同的结果，在此不予赘述。

3 结论
( 1) 提出了可以同时考虑节点轴向、剪切和弯曲变形性能的三弹簧梁单元模型，推导得到了单元刚度

矩阵以及不同荷载作用下的单元固端力。模型适用于所有节点连接形式和各种支座;进行结构分析时不
会增加结构单元的数量或方程的阶数。
( 2) 运用 Matlab语言编写了节点半刚性连接非线性分析通用程序。算例表明节点或支座为半刚性连

接时对结构受力的影响不容忽视;可以构造初期为刚性、后期为半刚性的节点连接，以对应不同的受力阶
段。
( 3) 这一算法的提出为完善半刚性节点连接钢框架设计及结构减震耗能优化提供了理论依据。
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Abstract: In view of the rapid development of subway construction，issues related with the construction of
vertically stacked subway tunnels are studied． Based on the example of Guangzhou metro overlap shield tunneling
construction，through the dimensional finite element method，the influence of the upper hole ( right lane) on the
lower hole( left lane) construction，including the impact range of upper hole excavation on the lower hole，the
influence of the upper hole shield under different propulsion on the displacement，stress and strain of the lower
hole，and local displacement and force changes of the lower hole with temporary support conditions under the im-
pact of the upper hole excavation． Analyses show the lower hole structure goes downward at the front end of the
upper hole shield，and goes upward at the rear end，until it tends to be a constant value． In the case of the ex-
ample of this article，the lower hole shield machine tail need to be 50 m in front of the upper hole shield machine
head; In the advancing the process of the upper hole，propulsion force is the main factor to control lower hole
structure deformation． thus the upper hole TBM propulsion should be strictly controlled during tunneling and low-
er hole structure deformation carefully monitored; temporary support structure for the lower hole tunnel can effec-
tively reduce the displacement and stress． The conclusion of this article may provide some guidance for overlap
shield tunnel design and construction．

Key words: overlapping tunnels; mechanical behavior analysis; dimensional finite element
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Analysis Method for Planar Frames with Generalized Semi-Ｒigid Connections
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( 1． School of Civil Engineering，Shijiazhuang Tiedao University，Shijiazhuang 050043，China;
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Abstract: The planar frame with arbitrary connections and supports is studied． A new beam element is pro-
posed，which consists of uniform bar and three null length springs ( along rotational，transverse and axial direc-
tion) at each end． The stiffness matrix of the element and equivalent nodal forces subjected to eight kinds of dif-
ferent loads are derived． A program is compiled in Matlab language for calculation of static mechanical behaviour
of generalized frame，in which the connection nonlinear relationship is expressed as exponential function or poly-
nomial function． the results of the rigid frame and the semi-rigid frames are Compared，showing the influence of
connection flexibilities on structure forces and deformation．

Key words: planar frame; semi-rigid joint; three-springs mechanical model; stiffness matrix of element; e-
quivalent nodal force vector; non-linear analysis
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