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　　摘要：１９９４年，Ｍｉｔｃｈｅｍ和Ｓｉｍｏｓｏｎ在研究标号图的问题时，提出了超边优美图的概念。在
随后的研究中，一些图被证明具有超边优美性质，同时关于超边优美图的一些猜想也被提出。

本文利用递归方法构造了轮图Ｗｎ与舵轮图Ｈｎ的超边优美标号，证明了这两类图是超边优美图。
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０　引言
１９６７年Ｒｏｓａ引入了β值作为研究完全图分解为同构子图的工具，这就是现在称之为优美标号的雏

形。图标号问题主要来源于实际问题，如今其研究成果广泛应用于交换网络理论、Ｘ射线结晶学、射电天
文学、雷达和循环设计等领域。

１９８５年，Ｓ．Ｐ．Ｌｏ［１］首次提出边优美图的概念，并给出边优美图的必要条件。关于图的边优美性，
Ｌｅｅ［２］提出了一个猜想：所有奇数阶的树都是边优美的。有关图的边优美性更多可参考文献［３４］。
１９９４年，Ｍｉｔｃｈｅｍ和Ｓｉｍｏｓｏｎ［５］给出了超边优美图的定义。文献［３］中 Ｌｅｅ等人证明了 Ｋ（１，ｎ）当且

仅当ｎ是偶数时是超边优美的，双星图ＤＳ（ｍ，ｎ）当且仅当ｍ，ｎ都是奇数时是超边优美的，同时他们还猜
想：所有奇数阶的树都是超边优美的。文献［６］给出了一些三正则图是超边优美的。目前，超边优美标号
的研究还处于起步阶段，研究成果非常有限。

在标号图的讨论中，轮图和舵轮图研究较多。１９７８年，Ｃ．Ｈｏｅｄｅ和 Ｈ．Ｋｕｉｐｅｒ［７］证明了所有的轮图
Ｗｎ都是边优美图。１９９３年，文献［８］给出了轮图Ｗｎ优美标号的性质。１９８９年，文献［９］证明了舵轮图的
优美性。本文讨论了轮图Ｗｎ与舵轮图Ｈｎ超边优美性，证明了这两类图是超边优美的。

１　预备知识
定义１　超边优美图
令

Ｐ＝
－ｐ２，－

ｐ
２＋１，…，－１，１，…，

ｐ{ }２ ｐ是偶数

－ｐ－１２ ，－
ｐ－１
２ ＋１，…，－１，０，１，…，ｐ－１{ }２

ｐ{ 是奇数

，

Ｑ＝
－ｑ２，－

ｑ
２＋１，…，－１，１，…，

ｑ{ }２ ｑ是偶数

－ｑ－１２ ，－
ｑ－１
２ ＋１，…，－１，０，１，…，ｑ－１{ }２

ｑ{ 是奇数

。

称（ｐ，ｑ）图Ｇ是超边优美图，如果存在一个双射ｆ：Ｅ→Ｑ，使得它的导出映射
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ｆ＋：Ｖ→Ｐ，ｕ｜→ ∑
（ｕ，ｖ）∈Ｅ

ｆ（ｕ，ｖ）

也是一个双射，则ｆ称为图Ｇ的超边优美标号，集合Ｐ和Ｑ相应称为图Ｇ的顶点值集和边标号集。
定义２　轮图Ｗｎ
由ｎ回路Ｃｎ的每一个顶点都与同一个不在Ｃｎ上的顶点Ｏ相连所得到的图，记作Ｗｎ。
它有（ｎ＋１）个顶点：Ｏ；Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ，同时包含２ｎ条边，其中：
Ａｉ与Ａｉ＋１（１≤ｉ≤ｎ）相邻（记Ａｎ＋１ ＝Ａ１），Ｏ与Ａｉ（１≤ｉ≤ｎ）相邻。
在该图中，称顶点Ｏ为中心，ＯＡｉ（１≤ｉ≤ｎ）为轮辐。
定义３　舵轮图Ｈｎ
由ｎ回路Ｃｎ的每一个顶点都与同一个不在Ｃｎ上的顶点Ｏ相连，然后在Ｃｎ的每点再增加一条悬边而

得到的图，记作Ｈｎ。易见，在轮图Ｃｎ之边缘的每个点上，添加一条悬挂边即为舵轮图。
它有（２ｎ＋１）个顶点：Ｏ；Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ；Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ，同时包含３ｎ条边，其中：
Ａｉ与Ａｉ＋１，Ｂｉ（１≤ｉ≤ｎ）相邻（记Ａｎ＋１ ＝Ａ１），Ｏ与Ａｉ（１≤ｉ≤ｎ）相邻。
在该图中，称顶点Ｏ为中心，ＯＡｉ，ＡｉＢｉ（１≤ｉ≤ｎ）为轮辐。
令ａ，ｍ是整数，ｍ＞０，方便起见，采用记号：

［ａ，ａ＋ｍ］＝｛ａ，ａ＋１，ａ＋２，…，ａ＋ｍ－１，ａ＋ｍ｝；
［ａ，ａ＋２ｍ］２ ＝｛ａ，ａ＋２，ａ＋４，…，ａ＋２ｍ－２，ａ＋２ｍ｝。

２　轮图Ｗｎ的超边优美标号的构造

轮图Ｗｎ，包含（ｎ＋１）个顶点和２ｎ条边。易见，顶点数的奇偶性由ｎ的奇偶性确定，边数为偶数，故定

义中的

Ｐ＝
－ｎ２，－

ｎ
２＋１，…，－１，０，１，…，

ｎ
２－１，

ｎ{ }２ ｎ是偶数

－ｎ＋１２ ，－
ｎ＋１
２ ＋１，…，－１，１，…，ｎ＋１２ －１，ｎ＋１{ }２

ｎ{ 是奇数

，

Ｑ＝｛－ｎ，－（ｎ－１），…，－１，１，…，ｎ－１，ｎ｝。
因为ｎ的奇偶性不同，本文分两种情况讨论：

ｎ是偶数时，Ｐ＝ －ｎ２，
ｎ[ ]２ ，Ｑ＝［－ｎ，－１］∪［１，ｎ］；

ｎ是奇数时，Ｐ＝ －ｎ＋１２ ，－[ ]１∪ １，ｎ＋１[ ]２
，Ｑ＝［－ｎ，－１］∪［１，ｎ］。

我们的任务是定义一个双射ｆ：Ｅ（Ｗｎ）→Ｑ，使得它的导出映射

ｆ＋：Ｖ（Ｗｎ）→Ｐ，ｕ｜→ ∑
（ｕ，ｖ）∈Ｅ

ｆ（ｕ，ｖ）

也是一个双射。

定理１　当ｎ是正整数时，图Ｗｎ是超边优美图。
证明：令

轮辐标号：ｆ（ＯＡｉ）＝
－ｎ， ｉ＝１
－ｉ＋１， ｉ∈［２，ｎ{

］
，

圈标号：
ｆ（ＡｉＡｉ＋１）＝ｉ，ｉ∈［１，ｎ－１］

ｆ（ＡｎＡ１）
{ ＝ｎ

。

ｉ∈［１，ｎ］，ｆ（ＯＡｉ）的ｆ值恰充满集合［－ｎ，－１］；ｆ（ＡｉＡｉ＋１）的ｆ值恰充满集合［１，ｎ］。所有边的ｆ值
恰充满集合Ｑ＝［－ｎ，－１］∪［１，ｎ］，故ｆ：Ｅ（Ｗｎ）→Ｑ是一个双射。下面只需证明导出的各点的ｆ

＋值
是Ｖ（Ｗｎ）→Ｐ的一个双射即可。

情况１　当ｎ≡１（ｍｏｄ２）时
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ｆ＋（Ｏ）＝－ｎ＋１２ ，

ｆ＋（Ａｉ）＝
ｉ， ｉ∈ １，ｎ＋１[ ]２

－ｎ＋ｉ－１， ｉ∈ ｎ＋３
２ ，[ ]{ ｎ

。

　　对于点Ｏ，其ｆ＋值充满集合 －ｎ＋１{ }２
。

ｉ∈ １，ｎ＋１[ ]２
，ｆ＋（Ａｉ）值恰充满集合 １，ｎ＋１[ ]２

；

ｉ∈ ｎ＋３
２ ，[ ]ｎ，ｆ＋（Ａｉ）值恰充满集合 －ｎ－１２ ，－[ ]１ 。

即对于ｉ∈［１，ｎ］，ｆ＋（Ａｉ）值恰充满集合 －ｎ－１２ ，－[ ]１∪ １，ｎ＋１[ ]２
。

综上，所有点的ｆ＋值恰充满集合Ｐ＝ －ｎ＋１２ ，－[ ]１∪ １，ｎ＋１[ ]２
。

故当ｎ≡０（ｍｏｄ２）时，ｆ＋：Ｖ（Ｗｎ）→Ｐ是一个双射。
情况２　当ｎ≡０（ｍｏｄ２）时

ｆ＋（Ｏ）＝０，

ｆ＋（Ａｉ）＝
ｉ， ｉ∈ １，ｎ[ ]２
－ｎ＋ｉ－１， ｉ∈ ｎ

２＋１，[ ]{ ｎ
。

　　对于点Ｏ，其ｆ＋值充满集合｛０｝。

ｉ∈ １，ｎ[ ]２ ，ｆ＋（Ａｉ）值恰充满集合 １，ｎ[ ]２ ；
ｉ∈ ｎ

２＋１，[ ]ｎ，ｆ＋（Ａｉ）值恰充满集合 －ｎ２，－[ ]１。
即对于ｉ∈［１，ｎ］，ｆ＋（Ａｉ）值恰充满集合 －ｎ２，－[ ]１∪ １，ｎ[ ]２ 。
综上，所有点的ｆ＋值恰充满集合Ｐ＝ －ｎ２，

ｎ[ ]２ ，故当ｎ≡０（ｍｏｄ２）时，ｆ＋：Ｖ（Ｗｎ）→Ｐ是一个双射。
因此，当ｎ是正整数时，图Ｗｎ１是超边优美图。

３　舵轮图Ｈｎ的超边优美标号的构造

舵轮图Ｈｎ，包含（２ｎ＋１）个顶点和３ｎ条边。易见，顶点数目为奇数，边数的奇偶性由 ｎ的奇偶性确

定。故定义中的

Ｐ＝｛－ｎ，－（ｎ－１），…，－１，０，１，…，ｎ－１，ｎ｝，

Ｑ＝
－３ｎ２，－

３ｎ
２＋１，…，－１，１，…，

３ｎ
２－１，

３ｎ{ }２ ｎ是偶数

－３ｎ－１２ ，－３ｎ－１２ ＋１，…，－１，０，１，…，３ｎ－１２ －１，３ｎ－１{ }２
ｎ{ 是奇数

。

　　因为ｎ的奇偶性不同，本文分两种情况讨论：

ｎ是偶数时，Ｐ＝［－ｎ，ｎ］，Ｑ＝ －３ｎ２，－[ ]１∪ １，－３ｎ[ ]２ ；
ｎ是奇数时，Ｐ＝［－ｎ，ｎ］，Ｑ＝ －３ｎ－１２ ，

３ｎ－１[ ]２
。
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我们的任务是定义一个双射ｆ：Ｅ（Ｈｎ）→Ｑ，使得它的导出映射

ｆ＋：Ｖ（Ｈｎ）→Ｐ，ｕ｜→ ∑
（ｕ，ｖ）∈Ｅ

ｆ（ｕ，ｖ）

也是一个双射。

定理２　当ｎ是正偶数时，图Ｈｎ是超边优美图。
证明：令

轮辐标号：ｆ（ＯＡｉ）＝
ｎ＋１－ｉ， ｉ∈ １，ｎ[ ]２
－ｉ， ｉ∈ ｎ

２＋１，[ ]{ ｎ
，

ｆ（ＡｉＢｉ）＝
ｉ， ｉ∈ １，ｎ[ ]２
－ｎ＋ｉ－１， ｉ∈ ｎ

２＋１，[ ]{ ｎ
。

圈标号：

ｆ（ＡｉＡｉ＋１）＝

３ｎ－ｉ＋１
２ ， ｉ∈ １，ｎ－[ ]１２

－ｎ－ｉ２， ｉ∈ ２，ｎ－[ ]２{
２

ｆ（ＡｎＡ１）＝－
３ｎ













２

。

ｉ∈ １，ｎ[ ]２ ，ｆ（ＯＡｉ）的值恰充满集合 ｎ
２＋１，[ ]ｎ；

ｉ∈ ｎ
２＋１，[ ]ｎ，ｆ（ＯＡｉ）的值恰充满集合 －ｎ，－ ｎ

２＋( )[ ]１ 。

即对于ｉ∈［１，ｎ］，ｆ（ＯＡｉ）的值恰充满集合 －ｎ，－ ｎ
２＋( )[ ]１ ∪ ｎ

２＋１，[ ]ｎ。
ｉ∈ １，ｎ[ ]２ ，ｆ（ＡｉＢｉ）的值恰充满集合 １，ｎ[ ]２ ；
ｉ∈ ｎ

２＋１，[ ]ｎ，ｆ（ＡｉＢｉ）的值恰充满集合 －ｎ２，－[ ]１。
即对于ｉ∈［１，ｎ］，ｆ（ＡｉＢｉ）的值恰充满集合 －ｎ２，－[ ]１∪ １，ｎ[ ]２ 。
ｉ∈［１，ｎ－１］２，ｆ（ＡｉＡｉ＋１）的值恰充满集合 ｎ＋１，３ｎ[ ]２ ；
ｉ∈［２，ｎ－２］２，ｆ（ＡｉＡｉ＋１）的值恰充满集合 －３ｎ２＋１，－（ｎ＋１[ ]）。
即圈标号充满集合 －３ｎ２，－（ｎ＋１[ ]）∪ ｎ＋１，３ｎ[ ]２ 。
综上，所有边的ｆ值恰充满集合Ｑ＝ －３ｎ２，－[ ]１∪ １，３ｎ[ ]２ ，故ｆ：Ｅ（Ｈｎ）→Ｑ是一个双射。
进而，可知导出的各点的ｆ＋值如下：

ｆ＋（Ｏ）＝０，

ｆ＋（Ａｉ）＝

－ｎ， ｉ＝１
ｎ
２－ｉ＋１， ｉ∈ ２，ｎ[ ]２
３ｎ
２－ｉ＋１， ｉ∈ ｎ

２＋１，[ ]









 ｎ
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ｆ＋（Ｂｉ）＝ｆ（ＡｉＢｉ）ｍｏｄ（２ｎ＋１）＝
ｉ， ｉ∈ １，ｎ[ ]２
－ｎ＋ｉ－１， ｉ∈ ｎ

２＋１，[ ]{ ｎ
。

　　对于点Ｏ，其ｆ＋值充满集合｛０｝。
ｉ＝１，ｆ＋（Ａｉ）值恰充满集合｛－ｎ｝；

ｉ∈ ２，ｎ[ ]２ ，ｆ＋（Ａｉ）值恰充满集合 －（ｎ－１），－ ｎ
２＋( )[ ]１ ；

ｉ∈ ｎ
２＋１，[ ]ｎ，ｆ＋（Ａｉ）值恰充满集合 ｎ

２＋１，[ ]ｎ。
即对于ｉ∈［１，ｎ］，ｆ＋（Ａｉ）值恰充满集合 －ｎ，－ ｎ

２＋( )[ ]１ ∪ ｎ
２＋１，[ ]１。

ｉ∈ １，ｎ[ ]２ ，ｆ＋（Ｂｉ）值恰充满集合 １，ｎ[ ]２ ；
ｉ∈ ｎ

２＋１，[ ]ｎ，ｆ＋（Ｂｉ）值恰充满集合 －ｎ２，－[ ]１。
即对于ｉ∈［１，ｎ］，ｆ＋（Ｂｉ）值恰充满集合 －ｎ２，－[ ]１∪ １，ｎ[ ]２ 。
综上，所有点的ｆ＋值恰充满集合Ｐ＝［－ｎ，ｎ］故ｆ＋：Ｖ（Ｈｎ）→Ｐ是一个双射。
故当ｎ是正偶数时，ｆ确是图Ｈｎ的一个超边优美双射，故图Ｈｎ是超边优美图。
定理３　当ｎ是正奇数时，图Ｈｎ是超边优美图。
证明：令

轮辐标号：ｆ（ＯＡｉ）＝－
ｎ＋１
２ －ｉ＋１，ｉ∈［１，ｎ］，

ｆ（ＡｉＢｉ）＝
ｎ＋１
２ ＋ｉ－１，ｉ∈［１，ｎ］。

圈标号：
ｆ（ＡｉＡｉ＋１ ＝

ｎ－ｉ
２ ， ｉ∈［１，ｎ－２］２

－ｉ２， ｉ∈［２，ｎ－１］{
２

ｆ（ＡｎＡ１）＝










０

。

ｉ∈［１，ｎ］，ｆ（ＯＡｉ）的值恰充满集合 －３ｎ－１２ ，－ｎ＋１[ ]２
。

ｉ∈［１，ｎ］，ｆ（ＡｉＢｉ）的值恰充满集合
ｎ＋１
２ ，
３ｎ－１[ ]２

。

ｉ∈［１，ｎ－２］２，ｆ（ＡｉＡｉ＋１）的值恰充满集合 １，ｎ－１[ ]２
；

ｉ∈［２，ｎ－１］２，ｆ（ＡｉＡｉ＋１）的值恰充满集合 －ｎ－１２ ，－[ ]１。
即圈标号恰充满集合 －ｎ－１２ ，

ｎ－１[ ]２
。

综上，所有边的ｆ值恰充满集合Ｑ＝ －３ｎ－１２ ，
３ｎ－１[ ]２

，故ｆ：Ｅ（Ｈｎ）→Ｑ是一个双射。

进而，可知导出的各点的ｆ＋值如下：

ｆ＋（Ｏ）＝ｎ＋１２ ，ｆ
＋（Ａｉ）＝

ｎ－１
２ －ｉ＋１，ｉ∈［１，ｎ］，
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ｆ＋（Ｂｉ）＝ｆ（ＡｉＢｉ）ｍｏｄ（２ｎ＋１）＝

ｎ＋１
２ ＋ｉ－１， ｉ∈ １，ｎ＋１[ ]２

－３ｎ＋３２ ＋ｉ， ｉ∈ ｎ＋３
２ ，[ ]{ ｎ

。

　　对于点Ｏ，其ｆ＋值充满集合 －ｎ＋１{ }２
。

ｉ∈［１，ｎ］，ｆ＋（Ａｉ）值恰充满集合 －ｎ－１２ ，
ｎ－１[ ]２

。

ｉ∈ １，ｎ＋１[ ]２
，ｆ＋（Ｂｉ）值恰充满集合

ｎ＋１
２ ，[ ]ｎ；

ｉ∈ ｎ＋１
２ ＋１，[ ]ｎ，ｆ＋（Ｂｉ）值恰充满集合 －ｎ，－ｎ＋３[ ]２

。

即对于ｉ∈［１，ｎ］，ｆ＋（Ｂｉ）值恰充满集合 －ｎ，－ｎ＋３[ ]２
∪ ｎ＋１

２ ，[ ]ｎ。
综上，所有点的ｆ＋值恰充满集合Ｐ＝［－ｎ，ｎ］，故ｆ＋：Ｖ（Ｈｎ）→Ｐ是一个双射。
故当ｎ是正奇数时，ｆ确是图Ｈｎ的一个超边优美双射，故图Ｈｎ是超边优美图。
定理４　当ｎ是正整数时，图Ｈｎ是超边优美图。
证明：由定理２和定理３知，该命题成立。
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