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一类新的 2 + 1 维非线性发展方程及其解的对合表示
刘亚峰， 刘 炜1，2

( 石家庄铁道大学 数理系，河北 石家庄 050043)

摘要:由线性谱问题的相容性条件得到一个新的 2 + 1 维非线性发展方程。利用位势函数
与特征函数之间的约束获得 Bargmann系统，通过 Euler-Lagrange方程及 Legendre变换构造 Jaco-
bi-Ostrogradsky坐标。应用 Lax对非线性化方法，生成了一个新的有限维 Hamilton正则系统。最
后证明其为 Liouville意义下完全可积系统，并得到发展方程族的对合表示。
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0 引言

无穷维发展方程的可积性是当今数学物理研究的一个重要方面。将无穷维系统转化为有限维完全

可积系统是证明可积性的基本思想之一 ［1］。Lax 对非线性化方法是获得有限维可积系统的有效工具。
近年来非线性化方法被用于求解高维孤子方程［2］，如 2 + 1 维 Toda 方程、2 + 1 维 K-P 方程等。现研究一

个新的 2 + 1 维非线性发展方程。首先通过两个二阶谱问题之间的相容性条件获得非线性发展方程，得

到其 Lax 对。利用 Bargmann 约束将谱问题转化为一个 Bargmann 系统，并将 Lax 对非线性化，获得一个有

限维 Hamilton 正则系统，并证明此系统在 Liouville 意义下是完全可积的。

1 二阶谱问题及非线性发展方程的 Lax 对

讨论二阶谱问题

－ 2φ + λuφ + λνφ = 0 ( 1)

式中， = χ 且  － 1 = 1; u = u( x，t) ; ν = ν( x，t) ∈Ｒ 为该谱问题的位势函数; λ 为特征值; φ 为对应于 λ 的

特征函数。
在基础空间 Ω = ( -∞，+∞ ) 上讨论特征值问题( 1) ，假设 u，ν，φ 为无穷远速降的函数。
命题 1［3］:

( 1) 如下二阶谱问题。
－ 2φ + λuφ + λνφ = 0
－ 2ψ + λuψ + λ( νψ){ = 0

( 2)

构成完整谱系。
( 2) 若 φ，ψ 是谱系( 2) 的特征值 λ 所对应的特征函数，则

gradλ = δλ /δu
δλ /( )δν

= － ∫Ω ( uφψ + νφxψ) d( )x －1 λφψ
λφx

( )ψ 。
设辅谱问题为 φt =Wφ，其中，W = ∑

+∞

j = 0
( aj + bj) λ －j 。
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令 gj = ( － bj，aj )
T，j = 0，1，2，…，则由相容性条件 φxxt = φtxx得如下递推关系

Kgj = Jgj + 1，j = 0，1，2，…，

其中

K =
0 2

－ 2 2( ) ，J =
u + u ν
ν( )0

。

直接计算可知

K gradλ = λJgradλ ( 3)

取 g0 = ( － 1
ν

，
u
ν2

) T 则 有 Jg0 = 0，并 由 ( 3 ) 得 到 递 推 序 列 { gj，j = 1，2，… } ，特 别 g1 =

2u － νx

ν3
，
ux

ν3
－ 3u

2

ν( )4

T

。

定理 1: 在等谱条件( λ t = 0) 下，非线性发展方程族为

ut

ν( )
t

= Kgm = Jgm + 1 m = 0，1，2，…， ( 4)

对应的 Lax 对为

Lφ = λφ
φtm =Wmφ，m = 0，1，2{ ，…

( 5)

式中，Wm = ( λm + 1W) + =∑
m

j = 0
( aj + bj) λm － j + 1。

特别，当 m = 0 时，发展方程为

ut0 =
u
ν( )2

xx

νt0

1( )ν xx
+ 2 u

ν( )2
{

xx

( 6)

当 m = 1 时，发展方程为

ut1 =
uxx

ν3
－ 3

uxνx

ν4
－
6uux

ν4
+ 12

u2νx

ν( )5
x

νt1 =
νxx

ν3
+
6uνx － 6u

2 － 3ν2x
ν( )4










x

( 7)

令 t0 = y，t1 = t，则得到一个新的 2 + 1 维发展方程

ut =
uxx

ν3
－ 3

uxνx

ν4
－ 6u
ν2
 － 1u( )y

x

νt =
νxx

ν3
－ 3

uνx

ν4
－ 3

u － νx

ν2
 － 1ν( )y










x

( 8)

2 Bargmann 约束与 Hamilton 正则系统

设谱系( 2) 的 N 个不同的特征值为 λ1 ＜ λ2 ＜… ＜ λN，φj，ψ j 为对应于 λ j ( j = 1，2，…，N) 的特征函

数［4］，令 Λ = diag( λ1，λ2，…，λN ) ，φ = ( φ1，φ2，…，φN ) T，ψ = ( ψ1，ψ2，…，ψN ) T。

命题 2: 设 Gj = ( ＜ Λ j + 1φ，ψ ＞ ，＜ Λ j + 1φx，ψ ＞ ) ，则 KGj = JGj + 1。
证明: 由式( 4) 直接计算可得。
令 g0 = G0，得到 Bargmann 约束

u = ＜ Λφ，ψ ＞ －2 ＜ Λφx，ψ ＞ ，ν = － ＜ Λφ，ψ ＞ －1 ( 9)

由此，谱系( 2) 等价于如下 Bargmann 系统
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－ φxx + ＜ Λφ，ψ ＞ －2 ＜ Λφx，ψ ＞ Λφ － ＜ Λφ，ψ ＞ －1Λ φx = 0

－ ψxx + ＜ Λφ，ψ ＞ －2 ＜ Λφx，ψ ＞ Λψ + Λ( ＜ Λφ，ψ ＞ －1ψ) x
{ = 0

( 10)

现在寻求与 Bargmann 系统( 10) 对应的 Hamilton 系统的 J-O 坐标。

定义 Lagrange 函数: Î = ∫ΩIdx，其中，I = ＜ φx，ψ x ＞ － ＜ Λφ，ψ ＞ －1 ＜ Λφ x，ψ ＞ 。

命题 3: Bargmann 系统( 10) 等价于如下 Euler-Lagrange 方程: δÎ
δφ

= 0，δÎ
δψ

= 0。

辛空间( ω = ∑
2

j = 1
dqj ∧ dpj，Ｒ

4N ) 上的 Poisson 括号定义为: ［5］{ F，H} = ∑
2

j = 1
∑
N

k = 1
( F
qjk

H
pjk

－ F
qjk

H
pjk

) 。

设 q1，q2 为广义坐标，p1，p2 为广义动量，Hamiltom 函数 H = ∑
2

j = 1
＜ qjx，pj ＞ － I，则 q1，q2，p1，p2 满足如

下方程［5］

qjx = { qj，H} = H
pj

pjx = { pj，H} = － H
q

{
j

j = 1，2。

由 H = ∑
2

j = 1
＜ qjx，pj ＞ － I，知 dH = ∑

2

j = 1
( ＜ qjx，dpj ＞ + ＜ dqjx，pj ＞ ) － dI，

另一方面，由微分形式不变性知，dH =∑
2

j = 1
( ＜ H

pj
，dqj ＞ + ＜ H

qj
，pj ＞ ) =∑

2

j = 1
( － ＜ pjx，dqj ＞ + ＜ qjx，

dqj ＞ ) ，所以，∑
2

j = 1
( ＜ pjx，dqj ＞ + ＜ pj，dqjx ＞ ) = dI。令 q1 = φ，q2 = ψ，直接计算得 p1 = ψx － ＜ Λφ，ψ ＞

－ 1Λψ，p2 = φx。所以，H = ＜ p2，p1 ＞ + ＜ Λq1，q2 ＞ －1 ＜ Λq2，p2 ＞ 。
构造 Jacobi-Ostrogradsky 坐标如下

y1 = q1， y2 = p2，

z1 = p1， z2 = － q2{ 。
( 11)

在坐标系( 11) 下，Bargmann 约束化为

u = － ＜ Λy1，z2 ＞
－ 2 ＜ Λy2，z2 ＞ ，ν = ＜ Λy1，z2 ＞

－ 1 ( 12)

Bargmann 系统( 10) 等价于如下 Hamilton 系统

yjx = { yj，H} = H
zj

，

zjx = { zj，H} = H
yj

{ 。
j = 1，2。 ( 13)

此时

H = ＜ y2，z1 ＞ + ＜ Λy1，z2 ＞
－ 1 ＜ Λy2，z2 ＞ ( 14)

3 Hamilton 系统的完全可积性

定理 2: 在 Jacobi-Ostrogradsky 坐标 ( 11 ) 下，发展方程族 ( 4 ) 所对应的 Lax 对 ( 5 ) 等价于如下形

式［3，6，7］

Yx = MY，Zx = － MTZ;

Y tm = WmY，Z tm = － WT
mZ; m = 0，1{ ，…

( 15)

式中，Y =
y1
y( )
2

=
φ
φ( )

x

; Z =
z1
z( )
2

=
ψx － ＜ Λφ，ψ ＞ －1Λψ
－( )ψ

; M =
0 E
Λu Λ( )

ν 2N × 2N

; E = EN × N = diag ( 1，1，…，

1) ; Wm = ( ωm
ij ) 2N × 2N，i，j = 1，2， m = 0，1，2，…; ωm

11 = ∑
m

j = 0
aj Λ

m－j+1 ; ωm
12 = ∑

m

j = 0
bj Λ

m－j+1 ; ωm
21 = ∑

m

j = 0
( aj x +
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ubjΛ) Λm－j+1 ; ωm
22 = ∑ m

j = 0( aj + bj x + νbjΛ) Λm － j + 1。

由 Bargmann 约束( 12) ，直接计算可得: ωm
11 = ∑

m

j = 0
－ ＜ Λ j +1y2，z2 ＞ Λm－j+1 ; ωm

12 = ∑
m

j = 0
＜ Λ j +1y1，z2 ＞

Λm－j+1 ; ωm
21 = ∑

m

j = 0
＜ Λ j +1y2，z1 ＞ Λm－j+1 － ＜ Λy1，z2 ＞ －1 ＜ Λy2，z2 ＞ Λm+2 + ＜ Λy1，z2 ＞ －2 ＜ Λy2，z2 ＞

＜ Λm+2y1，z2 ＞ Λ; ωm
22 = ∑ m

j = 0 － ＜ Λ j + 1y1，z1 ＞ Λ
m － j + 1 － ＜ Λy1，z1 ＞

－ 1 ＜ Λm + 2y1，z1 ＞ Λ + Λm + 2。

定理 3: 在 Bargmann 约束( 12) 下，发展方程族( 4) 的 Lax 对( 5) 被非线性化为如下 Hamiltom 方程

Yx = H
Z

，Zx = － H
Y
。

Ytm =
Hm

Z
，Ztm = －

Hm

Y
。 m = 0，1，2{ ，…

( 16)

其中 Hamiltom 函 数 H 为 式 ( 14 ) ，Hm = － ＜ Λy1，z2 ＞ － 1 ＜ Λy2，z2 ＞ ＜ Λm + 2 y1，z2 ＞ +

＜ Λm + 2y2，z2 ＞ － ∑
m

j = 1

＜ Λ j +1y1，z1 ＞ ＜ Λ j +1y1，z2 ＞

＜ Λm－j+1y2，z1 ＞ ＜ Λm－j+1y2，z2 ＞
。

下面讨论 Hamiltom 系统的完全可积性［7］。
令

E1
k = － ＜ Λy1，z2 ＞ －1 ＜ Λy2，z2 ＞ λ2

k，y1k z2k + λ2
k，y2k z2k ;

E2
k = ∑

N

l = 1，l≠k

λ2
k

λ l － λk

y1k y1l
y2k y2l

z1k z1l
z2k z2l

{ 。

定理 4:

( 1)

{ Em
j ，En

k } = 0，j，k = 1，2，…，N; m，n = 1，2。 ( 17)

( 2) { dEm
j ，j = 1，2，…，N; m = 1，2} 线性无关;

( 3) μ = ∑
N

j = 1

1
μ － λ j

( E1
j + E2

j ) = ∑
∞

m = 0
μ －m－1Hm，Hm = ∑ N

j = 1λm
j ( E1

j + E2
j ) m = 0，1，2…。

定理 5: Hamiltom 系统( 16) 在 Liouville 意义下是完全可积系，并且 Hamiltom 相流 gtm
Hm

，gtn
Hn可换。

证明: 由( 17) 式直接计算得 {μ，λ} = 0，{ Hm，Hn} = 0，m，n = 0，1，2，…。

直接计算可知{ H，El
j } = 0，l = 1，2; j = 0，1，2，…N，

所以{ H，Hm} = 0， m = 0，1，2，…
由 Arnold 定理，Hamiltom 系统( 16) 是完全可积系，且 Hamiltom 相流可换。
定理 6: 设( y1，y2，z1，z2 ) 满足 Hamiltom 系统( 16) ，则式( 12)

u = － ＜ Λy1，z2 ＞
－ 2 ＜ Λy2，z2 ＞ ，ν = ＜ Λy1，z2 ＞

－ 1

为非线性发展方程族( 4) 的对合解。
特别，如果( u( x，y，t) ，v( x，y，t) ) 是方程( 6) 和( 7) 的相容解，则( u( x，y，t) ，v( x，y，t) ) 为 2 + 1 维非

线性发展方程( 8) 的解。
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A New ( 2 +1) -dimensional Nonlinear Evolution Equation and the
Involutive Ｒepresentations of the Solutions

Liu Yafeng， Liu Wei

( Dept of Math ＆ Phys，Shijiazhuang Tiedao University，Shijiazhuang 050043，China)

Abstract: A new ( 2 + 1) -dimensional nonlinear evolution equation is obtained based on the compatible con-
dition of two linear spectral problems． By means of the constraint condition between the potentials and the eigen-
vector，the Bargmann system is generated． The Jacobi-Ostrogradsky coordinate system has been found through
Euler-Lagrange equation and Legendre transformations． Using the nonlinearization approach of Lax pairs，a new
finite-dimensional Hamilton canonical equations are obtained． Finally，it is proved completely integrable sys-
tems，and the involutive solutions of the evolution equations are given．

Key words: spectral problem; ninlinearization of Lax pairs; Bargmann system; integrable system; involutive
representations
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Analysis and Application of Intelligent Evolution in Printing Production Data

Liu Yongjun

( The Department of Information Engineering，Shijiazhuang University of Economcs，Shijiazhuang 050031，China)

Abstract: Print production enterprise resource management and the management of the production process
based on the EＲP system，but the lack of large amounts of data analysis and data mining，this paper adopts the
intelligent evolution of thinking，the use of advanced algorithms model of MATLAB powerful data processing ca-
pability and MATLAB related to the toolbox of powerful dataanalysis capabilities and data mining tools and ana-
lytical models，the evolution of the data and global direct search，and explore its application in the analysis of
the macro level and in specific areas of the enterprise data，better ways and means．

Key words: EＲP system; data analysis; computational intelligence; global search; genetic algorithm profes-
sional toolbox
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