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齿式橡胶联轴器动力力学建模与分析
王 海， 温建明

( 同济大学 航空航天与力学学院，上海 200092)

摘要:以一款齿式橡胶联轴器为研究对象，首先采用有限元软件对齿式橡胶联轴器的弹性
元件进行动力分析，得到橡胶元件的恢复力-位移数据，其次运用拟合分解法建立了弹性联轴器
恢复力的数学模型，其刚度系数和阻尼系数是关于位移振幅和频率的函数。最后分析了联轴器
的幅频特性和扭矩传递系数，结果表明，弹性橡胶联轴器在有效传递扭矩的同时，表现出软弹簧
的非线性特性。
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0 引言
联轴器是用来联接两轴或轴和回转件的一种机械传动部件，根据是否引入弹性元件，可分为刚性联

轴器和弹性联轴器。弹性联轴器具有能产生一定的弹性变形和阻尼作用的弹性元件，不但能补偿两轴间
的相对位移，还能起缓冲和减振作用［1］。
目前，分析联轴器减振性能主要采用基于线刚度和黏性阻尼系数的线性模型，文献［1］中详细论述了

该模型下弹性联轴器在简谐载荷和冲击载荷作用下的动力特性计算。针对弹性联轴器的非线性特点，马
建敏以弹性联轴器联接的两转子系统为研究对象，分别讨论了联轴器非线性刚度、非线性阻尼对系统在
冲击荷载下扭振响应的影响［2-3］。而在弹性联轴器数学建模方面，龚宪生针对船舶用钢丝绳弹性联轴器
进行一系列的工作［4-6］，采用拟合分解法以及阻尼等效原理对大挠度弹性联轴器振动试验数据进行处理，

建立了一个与振动位移幅值有关的非线性迟滞恢复力数学模型。左时伦在对联轴器进行动态试验所得
数据的基础上导出了联轴器动态刚度的一个定量公式，公式表明动态刚度是平均转矩的强函数，动态刚

度并非振动频率的强函数［7］。
在前人研究的基础上，采用有限元技术和理论分析相结合的方法，建立了一款齿式橡胶弹性联轴器

恢复力模型，进而建立联轴器轴系的动力学方程，分析了联轴器的幅频特性以及扭矩传递系数。

1 联轴器橡胶元件的有限元分析
图 1 是工程中常用的一款 HＲC 150 橡胶联轴器，因是一循环对称结构，可以选取对称单元来分析。

为简化计算，有限元分析最终采用图 2 所示模型，图 2 中 1 号、2 号是橡胶片，尺寸都为( 44 × 40 × 10 )
mm3，密度为 1 650 kg /m3，3、4 号和 5 号是刚性片。
考虑到橡胶加入了炭黑和工作于有限变形状态，其松弛率并非与应力成正比，选用 J． S． Bergstrom和

M． C． Boyce提出的现象学本构模型来模拟橡胶材料有限变形时的时间依赖特性，在 Abaqus 中该模型以
关键词* Hyperelastic和* Hysteresis定义。
超弹模型( Hyperelastic) 选用 Arruda-Boyce模型
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图 1 HＲC 150 联轴器 图 2 橡胶元件有限元计算模型
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迟滞模型( Hysteresis)
εcr = B( λcr － 1) nσm ( 2)

Arruda-Boyce模型中取参数 μ = 0． 6 MPa，λ 槡= 8，D = 0． 01 MPa －1 ; 迟滞模型取参数 B = 0． 555 6
MPa －4s － 1，m = 4． 0，n = － 0． 1; 此外，迟滞模型还需用参数 S来定义超弹模型和迟滞模型中瞬时弹性力比
率，取 S = 1． 6。分析程序选用 Dynamic，上下边界固定，中间边界施加简谐位移激励 s = Asin( 2πωt) ，幅
值 A分别取 0． 2、0． 4、0． 6、0． 8、1． 0 和 1． 2 mm，频率 ω 取 15、20、25、30、50、70、100 和 150 Hz，共 48 个载
荷，可以满足联轴器工作时最大变形和最高频率的要求。有限元分析采用 C3D8Ｒ单元，把中间边界上参
考点的 y方向节点力作为时间变量( History Output) 输出。分别提取各工况下 Abaqus计算的恢复力、位移
数据，得到滞回曲线如图 3 所示。

图 3 橡胶元件的迟滞回线图

图 4 恢复力分解为非迟滞力和迟滞力

相比于通过对橡胶弹性联轴器进行实验来建立

其恢复力数学模型，有限元方法只需对橡胶材料的标

准件进行实验，得到材料本构的参数即可，周期短，代

价小，并且，模型修改起来也很方便，针对大量不同类

型的联轴器分析更具优势。

2 橡胶元件力学模型的建立
橡胶弹性元件的迟滞恢复力-位移曲线关于原点

对称，由上下两条组成，并与速度有关，即

fU ( x) = － fL ( － x) ( 3)
如图 4，可以把迟滞回线分解为关于原点对称的幂函
数曲线和以原点为中心的椭圆函数曲线的叠加。
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幂函数曲线 fk = ( fU + fL ) /2，表示非迟滞力; 类椭圆函数曲线 fk = ( fU － fL ) /2( 上支) 、fk = ( fL －
fU ) /2( 下支) ，表示纯迟滞力。由于分解出的幂函数曲线随位移的变化规律接近线性，采用 fk = k( A，ω) x
来拟合，阻尼力采用等效阻尼形式 fc = c( A，ω) x，这里的刚度系数和阻尼系数是振幅 A和频率 ω的函数。
最终，采用最小二乘法拟合得到橡胶元件的恢复力数学模型为

f = ( 2 587 － 14． 8A － 0． 3ω) x + 15． 88A－0． 156 3ω －0． 914 1 x ( 4)
由经拟合得到的恢复力函数关系式重构滞回曲线，并与原滞回曲线画在同一坐标系下如图 5，可见两者有
很好的一致性。

图 5 原迟滞回线和重构迟滞回线

3 联轴器幅频、相频特性分析
对于分析的 HＲC 150 联轴器，橡胶元件共有 3 对，橡胶元件到轴心的平均半径 Ｒ = 53 cm。令 φ为两

半联轴器的转角差，φ0、ω为稳态时转角差的幅值和频率，则橡胶联轴器的恢复扭矩
T = 3( 2 587 － 14． 8Ｒ － 0． 3ω) Ｒφ + 3 × 15． 88( Ｒφ0 )

－0． 156 3ω －0． 914 1Ｒ φ = C( φ0，ω) φ + K( φ0，ω) φ ( 5)

图 6 联轴器动力特性计算简图

式中，C( φ0，ω) = 1 357． 5φ0
－0． 156 3ω －0． 914 1、K( φ0，ω) =

159( 2 587 － 14． 8Ｒ － 0． 3ω) 。
设定主动端( 转动惯量 J1 ) 以恒扭矩 M1 经联轴器带动

从动端( J2 ) ，从动端扭矩 M2 = M1 + M0 sin( 2πωt) ，有一简
谐规律变化的扰动扭矩分量 M0 sin( 2πωt) ; 转角分别为 φ1、
φ2 ，如图 6 所示。动力学方程

J1 φ̈1 + C( φ0，ω) ( φ1 － φ2 ) + K( φ0，ω) ( φ1 － φ2 ) = 0 ( 6)
J2 φ̈2 － C( φ0，ω) ( φ1 － φ2 ) － K( φ0，ω) ( φ1 － φ2 ) = － M0 sin( 2πωt) ( 7)

由式( 6) × J2 － 式( 7) × J1 ，得
φ̈ + C( φ0，ω) ( φ / Jp + K( φ0，ω) φ / Jp = M0 sin( 2πωt) / J2 ( 8)
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式中，Jp = J1J2 / ( J1 + J2 ) ) 。令稳态解为: φ = φ0 sin( 2πωt + θ) ，代入式( 8) ，得
( Kφ0 / Jp － 4π2ω2φ0 )

2 + ( 2πωCφ0 / Jp )
2 = ( M0 / J2 )

2 ( 9)
tan θ = 2πωC / ( K － 4π2ω2Jp ) ( 10)

式中，φ0为转角差幅值，θ为相位差。取 J1 = J2 = 18 ( t·mm2 ) ，代入式( 9) 和式( 10) 得幅频特性曲线 ω-φ0

如图 7 所示。
从幅频特性曲线图中可以看出，联轴器在传递扭矩的过程中相当于与一个非线性软弹簧，在补偿轴

系的相对位移的同时可以减小轴系的振动，并且随着简谐扭矩的幅值增大，软弹簧特性越加明显。由于
联轴器的主要作用是传递扭矩，因此扭矩的传递效率也是工程中关心的一个问题。
联轴器传递的变动扭矩

T = C( φ0，ω) ( φ + K( φ0，ω) φ = 4π2ω2C2 ( φ0，ω) + K2 ( φ0，ω槡 ) φ0 sin( 2πωt + θ + α) ( 11)
传递的变动扭矩最大值

Tmax = 4π2ω2C2 ( φ0，ω) + K2 ( φ0，ω槡 ) φ0 ( 12)
动力放大系数

β = Tmax /M0 = 4π2ω2C2 ( φ0，ω) + K2 ( φ0，ω槡 ) φ0 /M0 ( 13)
橡胶块传递的总扭矩

M = M1 + T = M1 + Tmaxsin( 2πωt + θ + α) ( 14)
当取 M0 = 1 × 104 N·mm，M1 = 2 × 104 N·mm，扭矩传递系数

λ = M /M1 =
2M0 + Tmaxsin( 2πωt + θ + α)

2M0 )
( 15)

扭矩传递系数的峰值: λmax = 1 + 0． 5β，λmax -ω图像如图 8。

图 7 幅频特性曲线图 图 8 扭矩传递系数峰值

4 结论
通过对联轴器的橡胶弹性元件进行正弦激励有限元分析，得到了橡胶元件的滞回曲线。根据滞回曲

线的特点，联轴器的恢复力模型采用刚度系数、阻尼系数关于振幅和频率的函数来表述，并识别出了相应
的系数。结果表明，重构的恢复力-位移曲线和原数据有很好的一致性。在选定的频率范围，联轴器的动
态刚度随频率的变化略有减小，与文献［7］有类似的结论。最后对联轴器的幅频曲线以及传递系数进行
了分析，发现联轴器类似于一个非线性软弹簧，存在有一不稳定的频率区间，选用联轴器时应当避免设计

工作频率处于该区间; 而在具有稳定性的频率范围内，联轴器不仅具有良好的减振效果，扭矩传递系数也

很接近于 1，能够很好地传递扭矩。
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Dynamic Modeling and Analysis of Gear Ｒubber Coupling

Wang Hai， Wen Jianming

( School of Aerospace Engineering and Applied Mechanics，Tongji University，Shanghai 200092，China)

Abstract: This article focuses on a gear rubber coupling． Firstly，the rubber elements of the coupling are
analyzed using the finite elements method to get the restoring force-displacement data． Then a mathematical func-
tion against displacement is built using a trace method in which the restoring force is decomposed into a spring
force and a damp force． Finally，the amplitude-frequency characteristic and the torque transmission of the gear
rubber coupling are analyzed，and the result shows that the coupling not only transmits torque efficiently but also
presents characteristics of a soft spring．

Key words: rubber coupling; hysteresis characteristics; soft spring
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Study on Deformation of Existing Ｒailway Due to Underground
Construction of Crossing Ｒailway Tunnels

Gao Yunjiao1，2， Lou Guochong1， Song Yang1，3

( 1． School of Civil Engineering，Shijiazhuang Tiedao University，Shijiazhuang 050043，China;
2． China Ｒailway Fifth Survey Design Institute Group Co． Ltd，Beijing 102600，China;

3． China North Industries Norengeo Ltd，Shijiazhuang 050011，China)

Abstract: In recent years，with the large-scale construction of China’s railway transport，a growing number
of new railways are being built with tunnels under-passing existing railways and are producing increasingly seri-
ous impact． In this paper，by means of finite element numerical simulation method，the deformation law of road-
bed and rail structure of the existing railways are studied when the under-passing tunnel is built，obtaining the
deformation of the existing line，which has certain guiding significance for the design and construction of similar
projects．

Key words: railway tunnel; construction under-passing; numerical simulation; deformation law
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