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移动荷载作用下接触网的动力响应
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摘要:研究接触网在移动荷载作用下的动力响应。通过接触网的模型建立其运动微分方
程，由于接触网的弹性系数在每跨内呈现函数的形式变化，经过适当变换后可以得出一个二阶
变系数微分方程，采用 WKB法对其进行求解。再通过周期性条件和悬挂点处力的平衡条件得
出接触网的模态函数和频率方程。最后采用模态叠加法对接触线的运动微分方程进行求解，最
终得出了接触线在受电弓作用下的动力响应。
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0 引言
当高速列车的受电弓在接触网上滑动时，必然会引起接触线位移的升高，如果接触线位移值上升过

大，会使弓网发生脱离，严重时会影响着列车的正常受流。所以控制接触线上升的位移和减小离线率已
经成为了人们研究的焦点。由于接触网模型的复杂性，其运动方程往往也是非常复杂的。所以人们总是
忽略一些次要的因数，或者采用数值方法和计算机仿真进行研究。其中 Scott 和 Ｒothman 在文献［1］中将
接触网看成一个整体的模型建立了其在受电弓作用下的运动微分方程，通过忽略次要的因数得出的解与

计算机模拟出的结果进行了比较，发现二者具有很高的一致性。李丰良等人在文献［2］中将接触线作为
一个梁单元进行处理，推导出了接触线的运动方程，并采用模态叠加法进行了求解，在求解过程中将接触

线的两端看成是简支约束，这种情况虽然得出了最终解的形式，但是存在着不合理的地方，因为接触线每

跨度边界上总存在着一定的弹性系数，因此不能将其位移看成是零，也不能将其看成其它简单的边界条

件。而 Gukow等人在文献［3］中将接触网跨距的边界看成是两个弹簧约束，并且通过模拟方法得出该弹
簧的刚度。但该文献只是将整个接触悬挂作为一个整体进行研究，因此看不出吊弦对接触线动力响应的
影响。T． X． Wu等人在文献［4］中对接触网建立了一个比较简单的模型，采用了一个周期性条件和一个
力的平衡条件作为接触网两端的边界条件，并采用傅里叶变换进行了求解，得出了接触线在移动荷载作

用下的动力响应。但是同样也忽视了吊弦对接触线的作用。吊弦作用在接触线上，对接触线有一定的抬
升作用，因此在研究过程中有人将其简化为一个拉压杆，如文献［5］，也有将其简化为一个绳索模型，如文
献［6］，但更多的是将其简化为弹簧模型，如文献［7］～文献［9］。因此在求解接触网受移动荷载作用下
的动力响应时，必须要处理好两个重要问题，一个是接触网的边界条件，另一个是吊弦对接触线的作用。

1 接触网模型与控制方程
接触网是一个非常复杂的系统，因此必须对其进行简化。在本文研究中将吊弦对接触线的作用力简

化为一个分布的弹簧力，弹簧系数为 K( x) ，由于接触网总是以长度为 L 周期性出现的，因此 K( x) 是一个
周期为 L的周期函数，将其展开为傅里叶的余弦形式为

K( x) = λ +∑
∞

n = 1
αncos

2πn
L( )x ( 1)
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式中，λ和 αn 都为已知的常数。
取接触线为研究对象，由于接触线从整体上看是一个悬挂的索单元，因此在研究中将接触线简化为

是一个软索模型。同时只考虑接触线的上下振动，忽略软索的抗弯刚度及接触线的摆动，同时也不考虑
风荷载和温度对接触线的影响。将受电弓对接触线的作用看成一个移动常力 p。接触网的物理模型和数
学计算模型分别如图 1 和图 2 所示，则接触线的运动微分方程为

图 1 接触线的物理模型 图 2 接触线数学计算模型

m 
2y
t2

－ T 
2y
x2

+ K( x) y = pδ( x － vt) ( 2)

式中，m为接触线单位长度的质量; T为接触线的张力。上述方程通过变换可得
2y
t2

－ c2p
2y
x2

+ K( x)
m = p

m δ( x － vt) ( 3)

式中，cp 称为波动速度。上述方程是一个关于 x和 t耦合的变系数非齐次偏微分方程，在求解中首先必须
进行解耦。而非齐次微分方程的解与其所对应的齐次方程相关，因此本文将先求解方程( 3 ) 所对应的齐
次方程，即

2y
t2

－ cpp
2y
x2

+ K( x)
m y = 0 ( 4)

设上述方程的解为

y( x，t) = ( x) q( t) ( 5)
代入到方程( 4) 中，通过化简得

q̈( t)
q( t) = c2p

″ ( x)
( x)

－ K( x)
m = － ω2 ( 6)

从上式可知 ω是一个常数，则方程( 4) 可解耦为下面两个方程
q̈( t) + ω2q( t) = 0 ( 7)

d2( x)
dx2

+ ω2

c2p
－ K( x)( )T ( x) = 0 ( 8)

其中方程( 7) 可直接求解为
q( t) = a0cos( ωt) + b0 sin( ωt) ( 9)

式中，a0 和 b0 由初始条件确定。

2 K( x) = b时接触线的模态函数
若弹性系数 K( x) = b，即其傅里叶展开式取第一项，则方程( 8) 是一个二阶常系数微分方程，若令a =

ω2

c2p
－ b
T，且其值大于零，则可以直接得出其解为

( x) = c1 sin(槡ax) + c2cos(槡ax) ( 10)
式中，c1 和 c2 可通过边界条件求出。由于接触网的每跨度的边界很复杂，除了弹性吊索外还有定位器等。
因此不能将其看成固定端约束或简支约束，将引用文献［4］里的两个边界条件，即一个周期性条件和一个
悬挂点处力的平衡条件。
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y x + nL，t + nL
c( )
p

= y( x，t)

Ksy( L，t) = Ty'( L+，t) － Ty'( L－，t
{

)

( 11)

式中，Ks 为悬挂点处的弹性系数，L
+为悬挂点右侧的位移，L －为悬挂点左侧的位移。由式( 11) 可知

y( L +，t) = y( 0，t － L
c( )
p
，y( L －，t) = y( L，t) ( 12)

因此式( 11) 可化为

y( L，Lc( )
p

= y( 0，0) ( 13)

Ksy( L，0) = Ty'( 0，－ L
c( )
p

－ Ty'( L，0) ( 14)

将式( 5) 代入式( 13) 式( 14) 进一步化简可得

( 0) q( 0) = ( L) qy L
c( )
p

( 15)

Ks

T ( L) q( 0) = '( 0) q － L
c( )
p

－ '( L) q( 0) ( 16)

将上两式代入到( 10) 式中，可得

sin(槡aL) q
L
c( )
p
c1 + cos(槡aL) q

L
c( )
p

－ q( 0[ ]) c2 = 0

q － L
c( )
p

－ cos(槡aL) q( 0[ ]) c1 + sin(槡aL) q( 0) －
Ksq( 0)

2

槡T aq L
c( )







p

c2











 = 0

( 17)

由于上式 c1 和 c2 有非零解，则其系数行列式必须等于零，那么频率方程为

q( 0) q L
c2( )
p

+ q( 0) q － L
c2( )
p

－ q L
c2( )
p

q － L
c2( )
p
cos(槡aL) － q( 0) 2cos(槡aL) －

Ksq( 0)
2

槡T a
sin(槡aL) = 0 ( 18)

假设接触线波动时的初始位移等于 0，即 q( 0) = 0，则上述方程可变为

q L
c2( )
p

q － L
c2( )
p
cos(槡aL) = 0 ( 19)

由于 q L
c2( )
p

q － L
c2( )
p
不等于 0，则频率方程可以进一步化简为

cos(槡aL) = 0 ( 20)
所以接触线的频率为

ωi =
c2p
L2
π
2 + i( )π 2

+ b
槡 m ( 21)

将式( 20) 代入到式( 17) 中，得 c1 = 0，若取 c2 = 1，则接触线相应的第阶模态函数可表示为

i ( x) = cos( a槡 i x) ( 22)

3 K( x) 为函数时接触线的模态函数
如果 K( x) 是一个函数。即其傅里叶展开式至少取前两项。令 τ = x /L，代入到方程( 8) 中，通过一些

变换可得

d2( τ)
dτ2

+ ( γ2 － θ( τ) ) ( τ) = 0 ( 23)

式中，θ( τ) = K( τ)
T L2，γ2 = ω

2

c2p
L2。上述方程是一个二阶变系数微分方程，很难得出精确的解析解，只能采

用数值方法得出数值解或采用近似方法得出近似的解析解。因此设
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( τ) = A( τ) e ih( τ) ( 24)
代入到方程( 23) 中，可得

2A'H + AH' = 0 ( 25)
A″ － AH2 + ( γ2 － θ) A = 0 ( 26)

式中，H( τ) = dh( τ)dτ
，方程( 25) 的解为

A( τ) = a0H( τ)
－ 1

2 ( 27)

式中，a0 = A( 0) H( 0槡 ) 将上式代入到方程( 21) 中可得
3
4
H'2

H2 － 1
2
H″
H － H2 + λ2 － θ = 0 ( 28)

根据文献［10］可得上述方程的解为

H( τ) = β( τ) +∑
∞

n = 1

bn ( τ)
β( τ)槡 n ( 29)

式中， β( τ) = γ2 － θ( τ) ，b1 =
θ″
4 ，b2 = － 1

4 b1 ″ +
5
16θ'

2，b3 = － 2b21 －
1
4 b2 ″ －

9
8 b1，ξθ'，

b4 = 5
16b'

2
1 － 5b1b2 － 1

4 b1b1 ″ －
9
8 b1θ'

2 － 1
4 b3 ″ －

13
8 b2 'θ'

bn = － 1
4
珋bn－2 + 5

16b̂n－2 － 1
4
珓bn－2 －∑

n－3

m = 2
∑
m－1

i = 1
bib( )m－i bn－2－m 当 n≥ 5{ 时

( 30)

式中， 珋bn = ( n + 1) bnθ″ + ( n + 2． 5) ( n － 1) bn－1θ'
2 + bn+1，ξξ + ( 2n + 2． 5) θ'bn，ξ ;

b̂n = ∑
n－1

j = 1
( ( j － 1) ( n － j － 1) bj－1bn－j－1θ'

2 + bj，ξbn－j，ξ + 2( j － 1) bj－1bn－j，ξθ') ;

珓bn = ∑
n－1

j = 1
bn－j［( j － 1) bj－1θ″ + ( j － 2) ( j － 1) bj－2θ'

2 + 8bj+1 + bj，ξξ + 2( i － 1) θ'bj－1，ξ］。

所以

h( τ) = ∫
τ

0
γ2 － θ( z) +∑

∞

n = 1

bn ( z)
( γ2 － θ( z) )槡 ndz ( 31)

为了便于计算将取一阶近似值，即

H( τ) = γ2 － θ( τ槡 ) ( 32)

h( τ) = ∫
τ

0
γ2 － θ( z槡 ) dz ( 33)

对于式( 33) ，直接积分很难得出结果，一般只能采用数值方法进行求解。所以方程( 23) 的解可写成
( τ) = c1A( τ) cos( h( τ) ) + c2A( τ) sin( h( τ) ) ( 34)

c1 和 c2 由边界条件确定，这里边界条件可由( 13) 和( 14) 式变为

( 0) q( 0) = ( 1) q L
c( )
p

KsL
T ( 1) q( 0) = '( 0) q － L

c( )
p

－ '( 1) q( 0{ )

( 35)

这里的 '表示 对 τ求导。将式( 35) 代入到式( 34) 中，同理由 q( 0) = 0 中可得
cos( h( 1) ) c1 + sin( h( 1) ) c2 = 0

－ H'( 0)
2H( 0) c1 = H( 0) c2{ = 0

( 36)

由式( 32) 可知，H'( 0) = － L2

2TH( 0) K'( 0) ，由式( 1 ) 可知，K' ( 0 ) = 0 ，因此 H' ( 0 ) = 0，代入到上式中可得
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c2 = 0，因此频率方程为
cos( h( 1) ) = 0 ( 37)

所以

hi ( 1) =
π
2 + iπ ( 38)

以上的频率表达式只能通过代入数值进行求解。令 c1 = 1 相应的模态函数可表示为
i ( τ) = Ai ( τ) cos( hi ( τ) ) ( 39)

4 接触网的动力响应
对于接触线的运动方程，将采用模态叠加法进行求解，即设方程( 3) 的解为

y( x，t) = ∑
∞

i = 1
i ( x) qi ( t) ( 40)

将其代入到接触线在受电弓作用下的运动方程中，同时在方程的两边乘以  j ( x) ，并沿着接触线的跨度进
行积分，即沿 0 到 L积分。利用模态函数的正交性，通过化简可得

Mq̈( t) + Kq( t) = p
mi ( vt) ( 41)

式中，M = ∫
L

0
2

i ( x) dx称为广义质量，K = － ∫
L

0
c2pi ( x) ″i ( x) －

K( x)
m 2

i ( x[ ]) dx称为广义刚度。进一步
化简为

q̈i ( t) + Ω
2qi ( t) =

p
mMi

i ( vt) ( 42)

式中，Ω2 = K
M。

4． 1 K( x) = b时接触线的动力响应
当 K( x) 为常数时，接触线的模态函数可由式( 22) 获得，将其代入到广义质量和广义刚度中可得

M = L
2 ( 43)

Ki =
L( c2paim + b)

2m ( 44)

因此

Ωi =
c2paim + b
槡 m ( 45)

方程( 42) 的解为
qi ( t) = a0 sin( Ωi t) + b0cos( Ωi t) + q*i ( t) ( 46)

式中，

q*i ( t) =
p

mMΩi
∫
t

0
i ( v) sin( Ωi ( t － z) ) dz ( 47)

将模态函数表达式( 22) 代入式( 47) 可得

q*i ( t) =
p［cos( Ω，t) － cos( a槡 i vt) ］

mM( v2ai － Ω
2
i )

( 48)

若接触线运动时的初始速度和初始位移都为零，即

qi ( 0) = 0，q' i ( 0) = 0 ( 49)
将式( 49) 代入到式( 47) 中，可得

a0 = 0，b0 = 0 ( 50)
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当接触线取一阶模态进行计算时，则其动力响应为

y( x，t) = cos( a槡 1x) q1 ( t) ( 51)

若令 x = L
2 ，则可以得出接触线跨中位置的位移随着时间变化的曲线。为了使图形尽量美观令 t = τLv ，则

y L
2 ，( )t

t = τL
v

= cos a槡 1L( )2
q1 ( t) ( 52)

若接触线的张力为 T = 27 kN，单位长度的质量为 m = 8 890 × 120 × 10 －6 kg /m，每跨长度 L = 50 m，受电弓
对接触线的抬升力 p = 100 N，速度 v = βcp，其中 β = 0． 5。则图 3 给出了接触线的跨中位移在不同的弹性
系数下随着 τ的变化曲线。从图中可以看出当接触线的弹性系数值 b 越小时，接触线跨中的位移值也就
越大，而且都是先增大后减小。随着弹性系数值 b的增大，接触线跨中位移将会出现多个波峰值，而且波
峰值随着时间的将会不断的减小。因此在实际中应该尽量增大接触线的弹性系数。
如果接触线的弹性系数 b = 0，同时系数 β分别取 0． 3，0． 4，0． 5，0． 7，0． 9。则图 4 给出了跨中位移的

曲线图。从图中可以看出 β的值越小接触线跨中位移最大值也就越大，并且位移值总是先增大后减小，
但当 β的值较大时即 β = 0． 9 时，跨中位移的最大值也在相应的减小，同时位移值在整个跨度中一直保持
增大。但 β的值不能过分增大，若 β = 1，也就是说受电弓的运行的速度等于接触线波动的速度，这个时候
将会产生共振，接触线的位移将无限增大，弓网将发生脱离，造成离线现象，严重影响列车的稳定受流。
在工程实际中，应该坚决避免发生这种现象。

图 3 接触线跨中位移与 b的关系 图 4 接触线跨中挠度与 β的关系

4． 2 K( x) 为函数时接触线的动力响应
当 K( x) 为( x) 的函数时，接触线的模态函数可表示为

i ( τ) = Ai ( τ) cos( hi ( τ) ) ( 53)
此时，广义质量 M和广义刚度 K直接积分是很难求得，必须采用数值积分进行计算，现采用的是辛普森公
式。由于接触线弹性系数值 K( x) 是一个傅里叶级数，因此其项数取得越多则其误差越小。为了方便计
算，同时也为了减小误差取前三项进行计算，即

K( τ) = λ + α1cos( 2πτ) + α2cos( 4πτ) ( 54)
式中，K( τ) 单位为 kN /m，若取 λ = 4． 6，，α1 = 2，α2 = 0． 7 此时能很好的模拟出一个接触网的弹性系数。若
v = βcp，β = 0． 5，通过辛普森公式计算( 38) 式可得接触线的第一阶频率为 ω1 = 86． 59 Hz，同时由辛普森公
式可得

h1 ( τ) =
τ
6∑

4

i = 1
H1

i － 1
2( )τ + 4H1

2i － 1
2( )τ + H1

i
2( )[ ]τ ( 55)

所以接触线的第一阶模态值为
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1 ( τ) = A1 ( τ) cos( h1 ( τ) ) ( 56)
将式( 56) 代入到广义质量和广义刚度的表达式中得 M1 = 0． 25A( 0 )

2，K1 = 1 894． 834A( 0 ) 2，因此 Ω1 =
87. 056，同理在初始速度和初始位移都为零的条件下，方程( 42) 的解为

qi ( t) =
p

mMiΩiL∫
t

0
i

vz( )L
sin( Ωi ( t － z) ) dz ( 57)

图 5 接触线跨中动力响应

以上积分式也只能通过数值积分求得。则若取第一阶模
态进行计算，接触线的动力响应为

y( τ，t) = 1 ( τ) q1 ( t) ( 58)
同理接触线跨中挠度随时间变化曲线可表示为

y 1
2 ，( )t

t = τL
v

= 1 ( )1
2 q1 ( t) ( 59)

所得的曲线如图 5，从图中可以看出，接触线跨中挠度在
平衡位置上来回摆动，也就是说接触线跨中处一直在平衡

点附近振动。由于接触线的振幅比较小时，这样可以减小
弓网离线率的。

5 结论
接触网的边界对接触线受移动荷载作用时的动力响

应有很大的影响，因此在研究过程中要处理好接触网的边界条件。对于接触网弹性系数的傅里叶展开式
中，若取第一项，则其振动方程可化为一个常系数微分方程，其解也很容易得出。若至少取前两项，通过
适当的变换可以得到一个二阶变系数微分方程，其解通过 WKB法可以得出。对于接触网的动力响应，其
跨中的最大挠度值与列车的速度相关，当列车的速度与接触线的波动速度相近时，则会发生共振现象，弓

网之间将会发生脱离，严重影响了列车的稳定受流。合理的处理受电弓速度与接触线波动速度的关系，

能减少弓网之间的离线率，保证列车的最佳受流效果。而接触线的波动速度 c = 槡T /m，也就是说要想保
证列车稳定受流，可以通过改变接触线的张力或接触线的单位质量。
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Optimization of Train Working Plan for
City Line Based on Immune Clone Algorithm

Chen Shengbo， He Shiwei， He Bisheng

( School of Traffic and Transportation，Beijing Jiaotong University，Beijing 100044，China)

Abstract: To illustrate the problem of multi-routing train service planning of city line，the multi-objective
programming model for making the train working plan of the metro line is set up considering the turning capacity
of station，the number of train sets and the passengers' tolerant waiting time． The model's objectives minimize the
train operation cost and pursue the best fully-loaded ratio． Then a specific solving solution and procedure of a-
daptive immune clone algorithm is given which proves the effectiveness of the algorithm combined with a numeric
example．

Key words: urban rail transit; city line; multi-routing，multi-objective; immune clone algorithm
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Dynamic Ｒesponse of High-speed Ｒailway Catenary

Feng Zijin， Guo Shuqi， Ma Baoping

( Department of Engineering Mechanics，Shijiazhuang Tiedao University，Shijiazhuang 050043，China)

Abstract: In this paper，the dynamic response of the railway catenary with the the action of the moving load
is investigated． The motion equation is established using a partial differential equation based on the contact mod-
el． Due to the variational stiffness of the catenary system，in the terms of the proposed transformation，the motion
equation is a second order differential equation with variable coefficients． Solving the equation with WKB meth-
od，one could obtain the mode function and frequency equation with the two special boundary conditions． At
last，using the mode superposition method，the partial differential equation is solved． Then，the effect of param-
eters is discussed．

Key words: stiffness; boundary conditions; frequency equation; dynamic response ( 责任编辑 车轩玉)


