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一类含分数阶微积分时滞微分方程的解的指数估计
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（石家庄铁道大学 机械工程学院，河北 石家庄　０５００４３）

　　摘要：研究分数阶时滞微分方程的解的存在唯一性具有重要的理论意义。针对基于电流环

分数阶ＰＩＤ控制的永磁同步电机，建立了考虑时滞现象的控制系统的理论模型，得到了一类含

时滞分数阶项的微分方程。研究了此类微分方程的解的存在唯一性和指数估计。利用分步法

证明了此类微分方程的解的存在唯一性；利用广义Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式，推导了此类微分方程的解

的指数估计，为研究此类方程的解析解提供了理论基础。
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０　引言

分数阶微积分建模已经广泛应用于生物学、力学、控制等众多领域［１－２］。由于分数阶控制比整数阶控

制能取得更好的控制效果，越来越多地被应用于实际控制中［３］。在控制系统进行闭环反馈控制时，系统

中不可避免的存在时滞［４］，而且时滞现象的存在会在一定程度上影响受控系统的稳定性。时滞系统广泛

存在于各个工程领域，因此吸引了众多学者的关注。胡海岩等［５］从动力学的角度对时滞动力系统的研究

进展进行了综述。王在华等［６］还综述了时滞动力系统稳定性与分岔方面的研究进展。张舒等［７］对耦合

时滞诱发的动力学研究进展进行了综述。

在分数阶控制系统中，研究分数阶微分方程的解析解或近似解析解具有重要的理论意义。而分数阶

微分方程解的存在唯一性是研究方程解析解或近似解析解的前提［８］。蒋威［９－１０］研究了退化时滞微分系统

的可解性，给出了通解形式，推导并证明了解的指数估计。刘可为等和Ｚｈａｎｇ　Ｘ［１１－１２］证明了分数阶线性时

滞微分系统的解存在且唯一，并推 导 了 在 有 限 区 间 内 解 的 指 数 估 计，给 出 了 此 类 微 分 方 程 的 通 解 形 式。
本文对基于电流环分数阶ＰＩＤ控制的永磁同步电机进行分析和建模，得到一类含分数阶微积分的时滞微

分方程。对此类时滞微分方程的解的存在唯一性进行证明，并利用广义的Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式［１３］，给出了解

的指数估计的形式。

１　准备知识

定义１：设ｆ（ｔ）∈Ｃ［ａ，∞），实 数β＞０，当ｔ＞ａ时，可 积 函 数ｆ（ｔ）的β阶Ｒｉｅｍａｎｎ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ积 分 表

示为

ａＤ－δ
ｔｆ（ｔ）＝ １

Γ（δ）∫
ｔ

ａ
（ｔ－τ）ｆ（τ）ｄτ （１）

定义２：设０≤ｎ－１＜α＜ｎ，ｎ∈Ｎ，ｆ（ｔ）是ｎ阶连续可导函数，ｆ（ｔ）的α阶Ｃａｐｕｔｏ导数表示为

ａＤαｔｆ（ｔ）＝ １
Γ（ｎ－α）∫

ｔ

ａ

ｆ（ｎ）（τ）ｄτ
（ｔ－τ）α＋１－ｎ

（２）
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引理１：设ｘ（ｔ）∈Ｒｎ 是下列方程的解
ｘ＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂｘ（ｔ－τ）＋ｆ（ｔ） ｔ≥０

ｘ（０）＝φ －τ≤ｔ≤｛ ０
（３）

式中，Ａ，Ｂ∈Ｒｎ×ｎ，ｘ（ｔ），ｆ（ｔ），φ∈Ｒ
ｎ。

根据文献［９］可知方程存在唯一解

ｘ（ｔ）＝φ＋∫
ｌ

０
［Ａｘ（ｓ）＋Ｂｘ（ｓ－τ）＋ｆ（ｓ）］ｄｓ （４）

引理２（Ｇｒｏｎｗａｌｌ不等式）：ｕ（ｔ），α（ｔ）是在区间［ａ，ｂ］上的连续实值函数，β（ｔ）≥０而且在［ａ，ｂ］上是可

积函数，若

ｕ（ｔ）≤α（ｔ）＋∫
ｔ

ａ
β（ｓ）ｕ（ｓ）ｄｓ　ａ≤ｔ≤ｂ （５）

则有

ｕ（ｔ）≤α（ｔ）＋∫
ｔ

ａ
β（ｓ）α（ｓ）ｅｘｐ∫

ｌ

ｓ
β（τ）ｄ［ ］τｄｓ　ａ≤ｔ≤ｂ （６）

如果α（ｔ）还是非减函数，则有

ｕ（ｔ）≤α（ｔ）ｅｘｐ∫
ｔ

ａ
β（ｓ）ｄ［ ］ｓ 　ａ≤ｔ≤ｂ （７）

引理３：函数ｆ（ｔ）＝ａｔ１－α＋ｂｔ１＋δ－ａ（１－τ）１－α－ｂ（ｔ－τ）１＋δ－ａτ１－α＋ｂτ１＋δ在区间［τ，＋∞］上存在最小

值ｆ（τ）＝０。其中ａ＞０，ｂ＞０，０＜α＜１，０＜δ＜１。
证明

ｆ′（ｔ）＝ａ（１－α）［ｔ－α－（ｔ－τ）－α］＋ｂ（１＋δ）［ｔδ－（ｔ－τ）δ］ （８）
（１）０＜τ＜１，当ｔ∈［τ，１］时，ｆ′（ｔ）＜０，函 数 递 减；当ｔ∈［１，＋∞）时，ｆ′（ｔ）＞０，函 数 递 增。在 区 间

［τ，＋∞）上存在极小值ｆ（τ）＝０。
（２）１＜τ，当ｔ∈［τ，＋∞］时，ｆ′（ｔ）＞０，函数递增。在区间［τ，＋∞）上存在最小值ｆ（τ）＝０。证毕。

２　永磁同步电机时滞分数阶ＰＩＤ控制建模

２．１　永磁同步电机矢量模型

永磁同步电机矢量控制的核心思想是将电机的三相电流、电压、磁链经过Ｃｌａｋｅ坐标变换和Ｐａｒｋ坐

标变换变到以转子磁链定向的两相参考ｄｐ坐标系。其中定子电流经变换被分解为相互 正 交 的２个 分

量：一个分量与磁链方向相同，代表了定子电流的励磁分量；另一个分量与磁链方向正交，代表了定子电

流的转矩分量。矢量控制就是维持定子电流的励磁分量不变，控制其转矩分量，这种控制方式类似于直

流电机控制中维持励磁电流不变，通过控制电枢电流来控制电机的转矩。矢量控制方法能使系统具有较

好的动态特性。
有关参数如表１所示。

表１　永磁同步电机有关参数

极对数 交轴电感／ｍＨ 直轴电感／ｍＨ 定子电阻／Ω 转子磁链／Ｗｂ

２　 ２０　 ２０　 １．４　 ０．２４

　　永磁同步电机的矢量控制模型为

ｄｉｄ
ｄｔ＝

Ｒｓ
Ｌｄｉｄ＋

２πＬｑ
Ｌｄｎｉｑ＋

１
Ｌｄｕｄ

ｄｉｑ
ｄｔ＝

２πＬｑ
Ｌｑ
ｎｉｄ－

Ｒｓ
Ｌｑ
ｉｑ＋

１
Ｌｑ
ｕｑ－

２πψｆ
Ｌｑ
ｎ

ｄｎ
ｄｔ＝－

ＲΩ
Ｊｎ＋

Ｐ２ｎ
２πＪ

［ψｆｉｑ＋（Ｌｄ－Ｌｑ）ｉｄｉｑ］－
Ｐｎ
２πＴ

烅

烄

烆
ｌ

（９）

式中，Ｒｓ、ＲΩ、Ｌｄ、Ｌｑ、ψｆ、Ｊ、Ｐｎ 分别为定子电阻、电机阻尼系数、直轴电感、交轴电感、定子磁链、电机转动
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惯量、极对数。

２．２　时滞分数阶ＰＩＤ控制

永磁同步电机电流环控制原理如图１所示，控制对象包括ＰＷＭ（脉冲宽度调制）逆变器（包括ＰＷＭ
信号形成、延时、隔离驱动及逆变器）、永磁同步电机的电枢回路、电流采样和滤波电路。

iq

i琢茁

转速和位置传感器

兹
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图１　电流环控制原理图

永磁同步电机的数字伺服控制系统存在固有延时，系统的固有延时包括ＰＷＭ逆变器延时（Ｔｐｗｍ），电
流采样延时，滤波电路延时等。其中起主导作用的延时包括采样延时和逆变器输出延时，这２种延时决

定于数字伺服系统所应用的采样方式及ＰＷＭ占空比的更新方式。
在伺服控制系统应用中，有２种电流采样时序方式：单次采样单次更新占空比方式（ＳＳＳＵ）以及双次

采样双次更新占空比方式（ＤＳＤＵ）。其中ＳＳＳＵ方式根据采样时刻的不同又有２种采样模式，载波周期

中点时刻采样与载波周期起始时刻采样，分别记为ＳＳＳＵＭ１模式和ＳＳＳＵＭ２模式。
根据平均值等效原则，永磁同步 电 机 伺 服 控 制 系 统 的３种 固 有 延 时 分 别 为：ＳＳＳＵＭ１模 式 的 延 时

τ１＝２Ｔｐｗｍ，ＳＳＳＵＭ２模式的延时τ２＝１．５Ｔｐｗｍ，ＤＳＤＵ方式的延时τ３＝０．７５Ｔｐｗｍ。
控制系统采用电压型逆变器控制，ｉ＊ｄ 和ｉ＊ｑ 为给定直交轴电流，逆变器电压放大倍数Ｋ＝１５．５，电流

反馈系数β＝０．６，分数阶ＰＩＤ控制器输出电压为

ｕｄ ＝Ｋ Ｋｐ［ｉ＊ｄ －βｉｄ（ｔ－τ）］＋Ｋｉ，ｔ－２τＤ－δ
ｔ－τ［ｉ＊ｄ －βｉｄ（ｔ）］＋Ｋｄｔ－２τＤαｔ－τ［ｉ＊ｄ －βｉｄ（ｔ｛ ｝）］

ｕｑ ＝Ｋ Ｋｐ［ｉ＊ｑ －βｉｑ（ｔ－τ）］＋Ｋｉ，ｔ－２τＤ－δ
ｔ－τ［ｉ＊ｑ －βｉｑ（ｔ）］＋Ｋｄｔ－２τＤαｔ－τ［ｉ＊ｑ －βｉｑ（ｔ｛ ｝

烅
烄

烆 ）］
（１０）

整理得电流环分数阶ＰＩＤ控制的数学模型为

ｄ
ｄｔ
ｉ＊ｄ －βｉｄ
ｉ＊ｑ －βｉ［ ］

ｑ

＋Ａｔ－２τＤαｔ－τ
ｉ＊ｄ －βｉｄ（ｔ－τ）

ｉ＊ｑ －βｉｑ（ｔ－τ［ ］）＝－Ｂｉ
＊
ｄ －βｉｄ
ｉ＊ｑ －βｉ［ ］

ｑ

－Ｃ
ｉ＊ｄ －βｉｄ（ｔ－τ）

ｉ＊ｑ －βｉｑ（ｔ－τ［ ］）－
Ｅｔ－２τＤ－δ

ｔ－τ

ｉ＊ｄ －βｉｄ（ｔ－τ）

ｉ＊ｑ －βｉｑ（ｔ－τ［ ］）＋Ｆ （１１）

式中，Ａ＝

ＫＫｄ
Ｌｄ ０

０ ＫＫｄ
Ｌ

熿

燀

燄

燅ｑ

；Ｂ＝

Ｒｓ
βＬｄ

－２πＬｑｎ
βＬｄ

２πＬｄｎ
βＬｑ

Ｒｓ
βＬ

熿

燀

燄

燅ｑ

；Ｃ＝

ＫＫｐ
Ｌｄ ０

０ ＫＫｐ
Ｌ

熿

燀

燄

燅ｑ

；Ｅ＝

ＫＫｉ
Ｌｄ ０

０ ＫＫｉ
Ｌ

熿

燀

燄

燅ｑ

；

Ｆ＝

－２πＬｑｎｉ＊ｑ ＋ＲｓＩ＊ｄ
βＬｄ

２πＬｄｎ（βψｆ＋ｉ＊ｄ ）＋Ｒｓｉ＊ｑ
βＬｑ

熿

燀

燄

燅
＋
。

３　主要结果

３．１　解的存在唯一性
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证明：由分步法，当ｔ∈［０，τ］时
ｘ（ｔ）＋Ａ０Ｄαｔφ（ｔ－τ）＝－Ｂｘ（ｔ）－Ｃｘ（ｔ－τ）－Ｅ０Ｄ

－δ
ｔφ（ｔ－τ）＋Ｆ

ｘ（０）＝｛ φ
（１２）

由引理１可知时滞微分方程在ｔ∈［０，τ］上存在唯一解，表示为

ｘ１（ｔ）＝φ－∫
ｔ

０
［Ａ０Ｄαｔφ（ｓ－τ）＋Ｃｘ（ｓ－τ）＋Ｅ０Ｄ－δｔφ（ｓ－τ）＋Ｂφ（０）－Ｆ］ｄｓ （１３）

当ｔ∈［τ，２τ］时，此方程也存在唯一解，表示为

ｘ２（ｔ）＝ｘ１（τ）－∫
ｔ

τ
［ＡτＤαｔｘ１（ｓ－τ）＋Ｃｘ１（ｓ－τ）＋ＥτＤ－δ

ｔｘ１（ｓ－τ）＋Ｂｘ１（τ）－Ｆ］ｄｓ （１４）

以此类推，假设方程在区间［（ｋ－１）τ，ｋτ］，ｋ∈Ｎ＋ 上的解为ｘｋ（ｔ），则根据引理１，可得ｘ（ｔ）在 区 间

［ｋτ，（ｋ＋１）τ］上有唯一解，为

ｘｋ＋１（ｔ）＝ｘｋ（ｋτ）－∫
ｔ

ｋτ
［ＡｋτＤαｔｘｋ（ｓ－τ）＋Ｃｘｋ（ｓ－τ）＋ＥｋτＤ－δ

ｔｘｋ（ｓ－τ）＋Ｂｘｋ（ｋτ）－Ｆ］ｄｓ （１５）

即时滞微分方程（１２）在区间［０，＋∞］上的解存在且唯一，证毕。

３．２　解的指数估计

在方程的解存在且唯一的情况下，推导此类含分数阶微积分的时滞微分方程的解的指数估计。
定理２：设ｘ（ｔ）是时滞微分方程的解，且ｎ维列向量φ（ｔ）∈Ｃ（［０，＋∞）），０＜α＜１，０＜δ＜１。则方程

的解存在且唯一，并且解在［０，ｋτ］上有以下形式的估计

‖ｘ（ｔ）‖≤‖φ‖ １＋
σａｔ１－α

Γ（２－α）＋
σｅｔ１＋δ

Γ（２＋δ）＋σｆ［ ］ｔ　ｅｘｐσｍａｘｔ＋ σａｔ
１－α

Γ（２－α）＋
σｅｔ１＋δ

Γ（２＋δ［ ］）　０≤ｔ≤ｋτ （１６）

式中，矩阵Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｅ的范数取其行列式的最 大 特 征 值，矩 阵 的 范 数 分 别 记 为σａ、σｂ、σｃ、σｅ；σｍａｘ＝σｃ＋σｂ，

‖ｘ（ｔ）‖是向量ｘ（ｔ）的矩阵范数，‖φ‖＝ｓｕｐ｜φ（ｔ）｜，σｆ 是向量Ｆ 的最大范数。
证明：对式（１２）两边进行积分，当０≤ｔ≤ｋτ时，有

ｘ（ｔ）＝φ－∫
ｔ

０
［Ｃｘ（ｓ－τ）＋Ｂｘ（ｋτ）－Ｆ］ｄｓ－ １

Γ（１－α）∫
ｔ

０

Ａｘ（ｓ－τ）
（ｔ－ｓ）α

ｄｓ－ １
Γ（１＋δ）∫

ｔ

０

Ｅｘ（ｓ－τ）
（ｔ－ｓ）－β

ｄｓ

（１７）
则有

‖ｘ（ｔ）‖ ≤ ‖φ‖＋‖Ｆ‖ｔ＋∫
ｔ

０
‖Ｃｘ（ｓ－τ）＋Ｂｘ（ｓ）‖ｄｓ＋Ａ‖φ‖Γ（１－α）∫

ｔ

０
（ｔ－ｓ）－αｄｓ＋Ｅ‖φ‖Γ（１＋δ）∫

ｔ

０
（ｔ－ｓ）δｄｓ

（１８）

‖ｘ（ｔ）‖ ≤ ‖φ‖＋‖Ｆ‖ｔ＋
Ａ‖φ‖
Γ（２－α）

ｔ１－α＋Ｅ‖φ‖Γ（２＋δ）
ｔ１＋δ＋∫

ｔ

０
‖Ｃｘ（ｓ－τ）＋Ｂｘ（ｓ）‖ｄｓ （１９）

令ｇ（ｔ）＝ ｓｕｐ
－ｔ≤η≤０

｜ｘ（ｔ＋η）｜，则式（１９）可化为

‖ｇ（ｔ）‖ ≤ ‖φ‖＋σｆｔ＋
σａ‖φ‖
Γ（２－α）

ｔ１－α＋σｅ‖φ‖Γ（２＋δ）
ｔ１＋δ＋σｍａｘ∫

ｔ

０
‖ｇ（ｓ）‖ｄｓ （２０）

由引理３可知

‖ｇ（ｔ）‖≤ ‖φ‖ １＋
σａｔ１－α

Γ（２－α）＋
σｅｔ１＋δ

Γ（２＋δ［ ］）＋σｆ｛ ｝ｔ　ｅｘｐ（σｍａｘｔ） （２１）

故当０≤ｔ０≤ｔ≤ｔ０＋τ时，则有

‖ｇ（ｔ）‖≤ ‖ｇ（ｔ０）‖ １＋σａ
（ｔ－ｔ０）１－α

Γ（２－α） ＋
σｅ（ｔ－ｔ０）１＋δ

Γ（２＋δ［ ］） ＋σｆ（ｔ－ｔ０｛ ｝）ｅｘｐ［σｍａｘ（ｔ－ｔ０）］ （２２）

式（２１）证明了式（１６）在０≤ｔ≤τ时是成立的。假设当ｔ∈［０，ｋτ］时，式（２２）成立。在式（２２）中令ｔ０＝ｔ－
τ，可得

‖ｇ（ｔ）‖≤ ‖ｇ（ｔ－τ）‖ １＋σａτ
１－α

Γ（２－α）＋
σｅτ１＋δ

Γ（２＋δ［ ］）＋σｆ｛ ｝τｅｘｐ（σｍａｘτ） （２３）

当ｔ∈［ｒ，（ｋ＋１）τ］时，ｔ－τ∈［０，ｋτ］。根据引理２，将式（１６）代入式（２３）中，有
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‖ｇ（ｔ）‖≤ １＋σａτ
１－α

Γ（２－α）＋
σｅτ１＋δ

Γ（２＋δ［ ］）
‖φ‖ １＋

σａ（ｔ－τ）１－α

Γ（２－α）＋
σｅ（ｔ－τ）１＋δ

Γ（２＋δ［ ］） ｅｘｐσｍａｘ（ｔ－τ）＋＋σａ
（ｔ－τ）１－α

Γ（２－α）＋
σｅ（ｔ－τ）１＋δ

Γ（２＋δ［ ］） ＋

σｆ（ｔ－τ）ｅｘｐσｍａｘ（ｔ－τ）＋σａ
（ｔ－τ）１－α

Γ（２－α）＋
σｅ（ｔ－τ）１＋δ

Γ（２＋δ［ ］
烅

烄

烆

烍

烌

烎）

＋σｆτｅｘｐ（σｍａｘτ）≤

‖φ‖≤ １＋
σａτ１－α

Γ（２－α）＋
σｅτ１＋δ

Γ（２＋δ［ ］） １＋σａ
（ｔ－τ）１－α

Γ（２－α）＋
σｅ（ｔ－τ）１＋δ

Γ（２＋δ［ ］） ｅｘｐσｍａｘ（ｔ－τ）＋＋σａ
（ｔ－τ）１－α

Γ（２－α）＋
σｅ（ｔ－τ）１＋δ

Γ（２＋δ［ ］） ＋

１＋σａτ
１－α

Γ（２－α）＋
σｅτ１＋δ

Γ（２＋δ［ ］）σｆ（ｔ－τ）ｅｘｐσｍａｘ（ｔ－τ）＋σａ（ｔ－τ）
１－α

Γ（２－α）＋
σｅ（ｔ－τ）１＋δ

Γ（２＋δ［ ］） ＋σｆτｅｘｐ（σｍａｘτ）≤‖φ‖≤

１＋σａτ
１－α

Γ（２－α）＋
σｅτ１＋δ

Γ（２＋δ）＋σｆ［ ］ｔ　ｅｘｐσｍａｘｔ＋＋σａ（ｔ－τ）
１－α

Γ（２－α）＋
σｅ（ｔ－τ）１＋δ

Γ（２＋δ）＋
σａτ１－α

Γ（２－α）＋
σｅτ１＋δ

Γ（２＋δ［ ］）＋
‖φ‖ １＋

σａｔ１－α

Γ（２－α）＋
σｅｔ１＋δ

Γ（２＋δ）＋σｆ［ ］ｔ　ｅｘｐσｍａｘｔ＋ σａｔ
１－α

Γ（２－α）＋
σｅｔ１＋δ

Γ（２＋δ［ ］） （２４）

证毕。
下面对一种电流环分数阶ＰＩＤ控制进行估计。假设永磁同步电机从瞬时零转速调整时，含转速ｎ的相

关项即可简化，而且φ＝０，给出以下形式的电流环时滞分数阶ＰＩＤ控制的解的指数估计：σａ＝７７５　Ｋｄ，σｂ＝
１１．６７，σｃ＝７７５　Ｋｐ，σｅ＝７７５　Ｋｉ，σｍａｘ＝σｃ＋σｂ＝１１．６７＋７７５　Ｋｐ，σｆ＝１１．６７ｉ＊ｑ 。‖ｘ（ｔ）‖≤‖φ‖

１＋７７５　Ｋｄｔ
１－α

Γ（２－α）＋
７７５　Ｋｉｔ１＋δ

Γ（２＋δ）＋１１．６７ｉ
＊
ｑ［ ］ｔ　ｅｘｐ （１１．６７＋７７５　Ｋｐ）ｔ＋７７５　Ｋｄｔ

１－α

Γ（２－α）＋
７７５　Ｋｉｔ１＋δ

Γ（２＋δ［ ］） 。

４　结论

在永磁同步电机矢量控制策略中，考虑了含有时滞的电流环的分数阶ＰＩＤ控制。其数学模型为一类

含分数阶项的时滞微分方程。此类方程具有可解性，其解存在且唯一。给出了此类时滞微分方程解的估

计的一般形式，并计算了一种控制条件下的解的指数估计。对此类时滞微分方程的求解具有一定的指导

意义。但是在解的指数估计的一般形式中，相关特征值会受控制器的参数、永磁同步电机的转速ｎ和给

定直交轴电流值ｉ＊ｄ 和ｉ＊ｑ 影响。另外，分数阶ＰＩＤ控制器的参数，永磁同步电机的转速和给定直交轴电

流值对解的指数估计的影响趋势，进而如何影响此类时滞微分方程的解的性态，需要做更全面，更深入的

研究。
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